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RESUMO

A motivacao para esta dissertagao é estudar uma nova definicao de alge-
brizacao que seja capaz de algebrizar légicas as quais nao bastam nem o
método cldssico e nem o método mais geral devido a W. Blok e D. Pigozzi
chamado de algebrizagao finitaria. Tal é o caso de varias légicas paracon-
sistentes, entre elas a hierarquia C,, 1 < n < w de N. C. A. da Costa
Primeiramente, revemos o método de algebrizacao classica, e apoiado no
resultado de C. Mortensen, discutimos o fato de que toda algebra quociente
para C,, é trivial. Seguindo esta mesma linha, apresentamos a abordagem
mais geral de algebrizacao de W. Blok e D. Pigozzi, culminando no resul-
tado de R. Lewin, I. Mikenberg e G. Schwarze que mostra que C;,, nao é
algebrizavel mesmo na acepc¢ao mais geral de Blok e Pigozzi.

A fim de apresentar uma nocao de algebrizabilidade ainda mais am-
pla, abordamos o tema das semanticas de traducbes possiveis, propostas
por W. A. Carnielli, para entdo conectéd-las com a nocao de algebrizabili-
dade de Blok e Pigozzi. Dai resultam as chamadas semanticas algébricas
de tradugoes possiveis, que sao capazes de algebrizar C,. Desta conexao
resulta uma surpreendente relacao entre a légica Cy e as MV-algebras triva-
lentes. Apresentamos ainda as semanticas algébricas de tradugoes possiveis
em termos da teoria das categorias, e finalizamos a Dissertagao discutindo
alguns problemas e levantando questoes relacionadas.

Palavras Chaves: Algebrizacao finitaria, semanticas de tradugoes possiveis,
semanticas algébricas de tradugoes possiveis, teoria das categorias, légicas
paraconsistentes.



ABSTRACT

The central interest of this master thesis is to invstigate a new definition of
algebraization that is able to algebraize paraconsistent logic, including the
well-known hierarchy C,, 1 <n < w of N. C. A. da Costa.

In this master thesis we concentrade on explaining why C,, is not alge-
braizable, neither in the classical nor in the extended sense of W. Blok and
D. Pigozzi, also known as finite algebraizability. First, after revising the
classical method of algebraizability, we discuss the result of C. Mortensen
that shows that every quotient algebra for C,, is trivial. In the sequence, we
discuss the general method of finite algebraizability and again show that C),
is not algebraizable even in this general sense, following results by R. Lewin,
I. Mikenberg and G. Schwarze.

As the aim is to study a new solution for this question, we consider
the possible-translations semantics, devided by W. A. Carnielli, so as con-
nect it with the notion of algebraizability of Blok and Pigozzi. From this
connection the notion of possible-translations algebraic semantics emerges,
and this leads to interesting relations between paraconsistent logics and the
three-valued MV-algebras. A substantial part of the work is devoted to re-
cast the possible-translations algebraic semantics in categorial terms. Some
related problems and questions are also discussed.

Keywords: Finite algebraization, possible-translations semantics, possible-
translations algebraic semantics, category theory, paraconsistent logics.
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INTRODUCAO

Uma pergunta muito natural é a seguinte: para que introduzir mais uma
nocao de algebrizacao de logicas, sendo que ja existem tantas na literatura,
desde as abordagens creditadas a Alfred Tarski e Adolf Lindenbaum a partir
da década de 19307 Antes de tentar responder a essa questdo vou contar
como comecou o meu interesse pelo tema.

Meu primeiro contato com a questao da algebrizagao de légicas ocor-
reu na tentativa de resolver um exercicio acerca da algebrizagao do calculo
proposicional cldssico. A solucao do problema teve a colaboracao do colega
Victor Fernandez, que pacientemente me explicou toda a argumentacao re-
lativa a existéncia de um vinculo comum entre a légica proposicional, as
algebras de Boole e a teoria de conjuntos elementar. Pelo fato de nao ter
compreendido muito bem a solugao, senti um verdadeiro fascinio por esse
tipo de problema; tentar compreender tudo o que estava por tras tornou-
se um desafio. O segundo contato, e definitivo para a escolha do tema
desta dissertagdo, ocorreu durante uma aula, exposta pelo professor Wal-
ter Carnielli, onde ele discutia alguns problemas acerca da algebrizagao,
abordando desde a algebrizacao cldssica até a proposta mais geral de Blok
e Pigozzi, mostrando em linhas gerais o esboco da algebrizacao do calculo
proposicional classico e expondo alguns dos problemas dessa area. Um deles
era a algebrizacao das logicas paraconsistentes, tema da disciplina.

Este tépico foi tratado em um dos semindrios porque os estudantes es-
tavam interessados em saber mais sobre o tema, pois, a rigor, a disciplina ver-
sava sobre “logicas paraconsistentes” e “seméanticas de tradugoes possiveis” e
nao sobre algebrizacao de légicas. Num certo momento, durante a exposicao,
foi mostrado que a hierarquia de 1égicas paraconsistentes C),, propostas por
Newton da Costa no artigo [dC63] de 1963, nao eram algebrizdveis pelo
método classico de Lindenbaum e Tarski, e nem mesmo pela acepcao mais
geral (e que nos parecia um tanto misteriosa) de Blok e Pigozzi.

Durante a exposicao tive a seguinte divida. Se por meio da nocao de
traducoes € licito prover uma interpretacao semantica para as légicas para-
consistentes C,, entao por que nao se poderia fazer o mesmo para algebrizar
essas logicas? O professor nao soube responder, e incentivou-me a propor
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uma definicao, utilizando o aparato das semanticas de tradugoes possiveis,
capaz de algebrizar 16gicas com deficiéncia em interpretacao algébrica. Esse
fato marca o inicio da minha dedicacao na &rea, e que culminou nesta dis-
sertagao.

A secao de duvidas a respeito desse assunto estava apenas comecando.
A primeira grande questdao com que me deparei foi: algebrizar, por qué?
Parte deste trabalho é para tentar dar uma resposta também a esse pro-
blema e, para tanto, sem pretender oferecer um enfoque histérico (para
tanto veja textos competentes como por exemplo o de Eves Howard em
[How02]), é sempre bom comegarmos por um passeio despretencioso pela
histéria. Assim, poderemos dar os primeiros passos no entendimento sobre
0 que ¢é &lgebra, qual o seu papel na matematica e na légica, para entao
comecarmos a responder o que significa a algebrizacao das légicas.

Quase todas as fontes histéricas concordam em que a palavra dlgebra
foi usada pela primeira vez pelo matemédtico arabe Mohammed ibn Misa
al Khowarizmi, em seu tratado Kitab al-jebr w’al-mugabalah, por volta do
ano 825 publicado em Bagdad, no atual Iraque. Matematicamente, em
termos contemporaneos, este titulo poderia ser traduzido aproximadamente
como “cancelamento de termos semelhantes (iguais) em membros opostos da
equacao”. Dessa forma a palavra algebra seria uma latinizacao da palavra
arabe al-jabr ou al-jebr, que significaria algo como a “arte de reunir”.

O desenvolvimento da arte de resolver problemas com esse tipo de en-
foque, precursor do que podemos chamar de enfoque algébrico, exerceu
grande influéncia no desenvolvimento posterior da matematica no ocidente,
principalmente na Itélia, quando foram introduzidas as primeiras nogoes da
aritmética aplicada, tratando de operagoes, proporcoes, etc.; esta pratica
de célculo foi chamada de algoritmo (Arte d’Alkarismi), sendo um dos
primeiros livros de dlgebra publicado na Europa “Summa de arithmetica,
geometria, proportioni et proportionalita” (cf. [Pac94]), devido a Luca Paci-
oli, matemaético italiano do século XV, editado em Veneza em 1494. Ligada
a isso estd também a nocao de algarismo.

Os gregos, extraordinarios gedmetras, mas que nao dominavam a arte
da algebra, empregaram a geometria para resolver, por processos por vezes
complicados, problemas de facilima solugao algébrica. Houve contudo a con-
tribuicao de Diofante de Alexandria (séc. III d.C.), que introduziu o uso de
simbolos e sinais para denotar quantidades e operagoes, constituindo uma
das mais notaveis contribuicoes gregas a algebra. Os métodos de Diofante
permitiam substituir a chamada dlgebra retorica, ou seja, os raciocinios ver-
bais até entao usados para calcular, pela chamada dlgebra sincopada, em
que se adotam abreviacoes para algumas das quantidades e operacgoes mais
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repetidas. A excepcional contribuicao de Diofanto chega até a matematica
contemporanea através das equacoes diofantinas, aparecendo como o décimo
problema de Hilbert, que pergunta se existe ou nao um algoritmo que decida
se toda equacdo diofantina tem solucao’.

H& outras noticias do Oriente sobre solucoes dadas a problemas hoje
resolvidos algebricamente: os chineses saberiam resolver algumas equacgoes
do segundo grau, adotando féormulas empiricas e receitas, e teriam também
uma técnica proxima ao calculo de determinantes, usando niimeros positivos
e negativos.

A matemadtica hindu registra, principalmente, nos escritos de Brahma-
gupta, Mahavira e Bhaskara (homenageado na conhecidissima férmula de
resolucao das equagoes de segundo grau) uma grande variedade de problemas
resolvidos por métodos algébricos.

A partir da contribuicao de Diofanto, que pode ser vista como marcando
o inicio da algebra como disciplina ou conjunto de conhecimentos e métodos
independente dos demais, nao parece haver nenhum trabalho digno de re-
feréncia no mundo antigo.

Para o que nos interessa, podemos entao saltar para o século XVI. Ape-
sar dos trabalhos de Pacioli, o verdadeiro criador da algebra é considerado,
porém, o matematico francés Frangois Viete, também conhecido pelo nome
latinizado Vieta, que introduziu o emprego das letras para representar quan-
tidades arbitrdrias. Seu livro In Artem Analyticem Isagoge (cf. [Vie9l])
é considerado a obra mais antiga da terceira fase da algebra, a chamada
dlgebra simbdlica. Ao livro foi acrescentado um primeiro apéndice, Lo-
gistica Speciosa, no qual se trata a adigao, multiplicagdo, e bindémios até
a sexta poténcia; um segundo apéndice, Zetetica, explica a resolucao das
equacoes. Seu trabalho influenciou inclusive René Descartes, que adaptou
a idéia de Viete de utilizar vogais para representar incognitas e consoantes
para constantes, e introduziu a notacao atual de representar as incognitas
pelas tltimas letras do alfabeto e as constantes pelas primeiras.

De especial interesse para o tratamento algébrico da légica, € interessante
notar o aparecimento do simbolo de igualdade. Robert Record, matematico
inglés, serd sempre lembrado na histéria da Matematica por ter sido o
primeiro a empregar o sinal “=", constituido por dois pequenos tracos pa-
ralelos, para indicar igualdade. Este sinal s6 apareceu em 1557 em The
Whetstone of witte (cf. [Rec69]). Record justificava o uso das barras hori-
zontais paralelas como simbolizando a igualdade alegando que “nao poderia
haver duas coisas mais iguais”. Até entao a palavra aequalis aparecia, por

! Esse problema, foi respondido nos anos 70 negativamente por Mathijasevic.
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extenso, ligando os dois membros da igualdade. Comentam alguns autores,
contudo, que em manuscritos da Idade Média o sinal “=" aparece como uma
abreviatura da palavra est.

De um ponto de vista da sintese histérica, e tentando entender e explicar
0 que significa “algebrizar a légica”, ou mais ainda “algebrizar uma légica”
em geral, poderfamos afirmar que algebrizar teria a intencao de concretizar,
de realizar, de reunir os elementos, significando algo como a arte de reunir
em pedrinhas, ou em simbolos concretos, no sentido de algo que se possa
colocar no bolso, na algibeira (veja de novo os termos al-jabr ou al-jebr). A
idéia é que sobre tais simbolos concretos se possa operar e cancelar termos
semelhantes (de certa forma, iguais) em grupos iguais (isto é, em membros
opostos da equagao). O que é notdvel é que isso possa ser feito quase que
exclusivamente estudando-se as propriedades do simbolo de igualdade de
Robert Record.

Este trabalho pretende abordar nao somente o carater matemético-formal
da questao da algebrizabilidade, entendida como a propriedade de ser alge-
brizével (concretizavel, realizdvel no sentido acima), mas também abordar
o aspecto conceitual com algum viés histérico. Dentro desta perspectiva, os
tépicos abordados aparecem tanto quanto possivel em ordem cronolégica, e
todas as citacoes bibliograficas relevantes para que se tenha um panorama in-
telectual razoavel sobre a obscura questao de se relacionar algebras a légicas.
Boa parte das assercoes elementares que nao aparecem na literatura sao
demonstradas em detalhes, tornando o trabalho acessivel a principiantes.

Os capitulos estao estruturados procurando num primeiro momento si-
tuar o ambiente de trabalho, mostrando as motivacoes que conduziram aos
tépicos pesquisados e fazendo um breve esquema dos itens abordados. As
secoes sao reservadas para uma abordagem mais técnica e conceitual do tema
apresentado, procurando deixar o texto auto-contido.

No que concerne a notagao, usamos como ¢ de habito o simbolo [J para
indicar final de argumento em demonstragoes, e “sse” para abreviar “se
e somente se”. Outras notagoes sao explicadas conforme a necessidade e
para um guia rapido apresentamos, no final dessa Dissertagao, um Indice
Remissivo de Simbolos. Outros dois indices sao também acrescentados, um
Indice Remissivo de Autores, onde citamos todas as ocorréncias de todos os
nomes que de alguma forma foram citados no corpo do texto, e um Indice
Remissivo de Conceitos que, assim como o Indice Remissivo de Simbolos,
remete & primeira ocorréncia do conceito (simbolo) que estd sendo citado. Se
um conceito tiver duas apresentacgoes equivalentes no corpo do texto, entao
as duas apresentacoes sao citadas.

No primeiro capitulo mostramos as motivacoes para o trabalho de Alfred
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Tarski, que se baseia nas idéias de Adolf Lindenbaum, para a algebrizacao do
calculo proposicional classico PC. Iniciamos o capitulo com as propostas de
George Boole (1815-1864) que langa a moda de expressar o raciocinio 16gico
por meio de simbolismo algébrico, isto é, inicia a tentativa de converter um
ramo da filosofia em um ramo da matemética. Ainda que nessa tarefa tenha
sido precedido por Leibniz, nao parece claro que Boole tenha deliberada-
mente retomado as idéias de Leibniz como argumentamos no capitulo.

Apbs esse periodo, o estudo da logica se divide em dois ramos distin-
tos, o algoritmico representado por Ernest Schroder, que tenta elaborar a
légica das relagoes do mesmo modo que se tinha elaborado uma légica de
classes, seguindo as idéias de Peirce, sugeridas numa série de ensaios es-
critos entre 1870 e 1903. O outro enfoque, mais fundacionalista, represen-
tado por Bertrand Russell e Alfred Whitehead, apés os trabalhos de Gottlob
Frege (1848-1925), intentava mostrar que a aritmética era idéntica a légica.
O objetivo do capitulo é mostrar como essas duas abordagens convergem
em algum ponto, culminando no trabalho de Tarski que algebriza a légica
cléssica, isto é, mostra que esta pode ser vista como uma algebra de Boole
— chamamos a essa técnica de algebrizacao cldssica ou método cldssico de
algebrizacdo. Para tanto apresentamos a sintaxe da légica proposicional
cléssica, alguns resultados acerca da teoria das dlgebras (esses resultados
sao uteis também no Capitulo 2), comegando dos reticulados, passando pela
definicao formal das algebras de Boole e chegando até alguns resultados
da chamada &lgebra universal devidos a Garret Birkhoff. Finalizamos o
capitulo, mostrando a algebrizacao do calculo proposicional classico em to-
dos os seus detalhes, e por meio de exemplos, mostramos as limitagoes da
maquinaria do método de algebrizacao classica.

Pode-se dizer que o trabalho de Helena Rasiowa e Roman Sikorski, em
que os autores introduzem as l6gicas implicativas cf. [RS53], constitui uma
tentativa de esclarecer a abrangéncia da algebrizacao classica. Poderiamos
pensar que a intencao dos autores, ao impor condicoes para a implicagao
com a finalidade de tornar o sistema algebrizavel, fosse atender a um desejo
de ter um critério objetivo, algo na dire¢do do que em filosofia da ciéncia
poderia ser visto como “atender aos critérios falsificacionistas de Popper para
a algebrizacao” (cf. [Poph9]): em outras palavras, algo que possibilitasse
poder afirmar com certeza quando uma légica nao fosse algebrizavel. Se
essa interpretacao fosse aceitavel, o trabalho teria sido o primeiro a tornar
cientifico o conceito de algebrizacao. Porém, se essa era a intencgao, tal
objetivo nao foi alcancado, e o méximo que eles obtiveram nesse campo foi
estabelecer condicoes necessarias para que uma légica adquirisse o status de
ser algebrizavel dentro dos critérios impostos por Lindenbaum e Tarski.
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O Apéndice é o ambiente que abriga as demonstracoes detalhadas dos
resultados elementares que aparecem no decorrer do texto, e especialmente
as do Capitulo 1.

O segundo capitulo inicia com a motivagao que conduziu Willem Blok
e Don Pigozzi a generalizar o método de algebrizacao classica, isto é, a
responder quando um sistema légico nao é algebrizavel, completando, por-
tanto, o estudo iniciado por Rasiowa e Sikorski. A partir disso, mostramos
quais eram as intuicoes de Blok e Pigozzi, que culminaram nas “seméanticas
algébricas equivalentes”, o novo modo de algebrizar 16gicas; mais ainda, va-
mos ver como e porqué o método classico de algebrizacao pode ser visto
como um caso particular dessa nova definicao.

Para uma clarificacdo desse novo conceito de algebrizacao, mostramos
que a légica paraconsistente P!, proposta por Antonio M. Sette em [Set73],
é algebrizavel dentro dessa nova perspectiva. Seguimos de perto os resul-
tados de Renato Lewin, Irene Mikenberg e Gléria Schwarze em [LMS90],
preenchendo todos os detalhes das demonstracoes.

Com base na motivagdo de Blok e Pigozzi, finalizamos o Capitulo 2
mostrando que a hierarquia de légicas paraconsistentes C), é privada da
qualidade de ser algebrizavel. Esse resultado ¢ extraido de [LMS91], outro
artigo de Renato Lewin et alia. Os detalhes das demonstragoes, sempre
que possivel exibidos no corpo do texto da dissertacao, tém por objetivo
clarificar a técnica para a obtencao de resultados positivos e negativos quanto
a algebrizacao.

Por um lado, os resultados negativos acerca da algebrizacao servem para
mostrar que a definicao estendida de algebrizacao nao é trivial, no sentido
que nao se algebrizam todos os sistemas légicos. Por outro lado, criam
problemas que estimulam a pesquisa cientifica, nesse caso, a propor um
outro mecanismo de algebrizagao que seja capaz de prover uma interpretagao
algébrica para logicas desprovidas dessa condicao. Como dissemos, esta
dissertacao foi motivada, em grande parte, por tal estimulo.

Nao podemos deixar de lembrar que a algebrizacao também pode ser
vista como uma ferramenta 1til para axiliar na obtengao de completude para
légicas. No caso das légicas infinitovalentes propostas por Jan Lukasiewicz,
uma prova de completude alternativa foi proposta por Chang em 1959
(cf. [Chab9]), e esta faz uso do aparato algébrico. Essa questao nao ¢ tratada
aqui, porém, para um estudo mais detalhado recomendamos os trabalhos
de Roberto Cignoli, Ttala D’Ottaviano e Danielli Mundici (cf. [CDM95] e
[CDM99)).

O Capitulo 3 refere-se as pesquisas realizadas, até entdo, no campo da
paraconsisténcia, comecando pelos trabalhos de Newton da Costa, conside-
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rado juntamente com Stanislaw Jaskowski o criador da paraconsisténcia, e
mencionando muitos de seus seguidores no Brasil que contribuiram para a
frutificacao desse novo ramo da légica. As légicas paraconsistentes tém como
principio o poder de suportar contradicao, isto é, o sistema nao se trivia-
liza perante uma contradicao. A completude dessas logicas foi estudada por
Elias H. Alves em sua Dissertagao de Mestrado de 1976 (cf. [Alv76]) e por
Alves e da Costa em [dCAT77], contudo, os detalhes da demostracao aparecem
somente para o caso C7. A demostracao para os demais casos foi dada pelos
autores como imediata, porém isso nao é o caso, e somente em 1980 esse re-
sultado foi corrigido por Andréa Lopari¢ e Elias Alves em [LA80]. Um ponto
debativel na logica paraconsistente foi sempre a semantica de valoragoes, que
na opiniao de alguns dificultava suas possiveis aplicagoes, por se tratar de
uma semantica que nao explica realmente o fato sintatico de que uma con-
tradigao nao trivializa a légica em questao, mas repete o aparato sintatico.
Um modo de contornar esse ponto fragil da paraconsisténcia surgiu por meio
das “semanticas de traductes possiveis”, propostas por Walter Carnielli em
[Car90] e estudadas detalhadamente por Joao Marcos em [Mar99.

A intencdo substancial do Capitulo 3 é concentrar-se no conceito das
semanticas de tradugOes possiveis, que constitui uma forma de transferir a
interpretacao de uma légica de partida mais complexa para um conjunto de
l6gicas mais simples. Em muitos exemplos, tal é o caso em que a légica de
partida nao é vero-funcional, mas pode ser traduzida para légicas em que o
carater vero-funcional é preservado pela seméantica. Com isso tem-se uma ex-
plicagao de como uma légica pode suportar contradicao mantendo dedugoes
nao triviais. As seméanticas de traducoes possiveis se baseiam na idéia de
multiplos contextos, isto é, para testar a validade de uma férmula em uma
l6gica paraconsistente, é necessario que os diversos contextos onde a logica é
interpretada concordem para que tal férmula seja tida como véalida. Olhando
por esta perspectiva, é bastante natural aceitar que um sistema suporte con-
tradicoes, pois a contradicao, nesse caso, se reduz a uma discordancia entre
os diversos contextos. O maquinario das semanticas de tradugoes possiveis
poderia ser utilizado também para dar uma interpretagao para as “Teorias da
Quase-Verdade”, propostas por Newton da Costa em [dC02] e formalizadas
por Carlos Hifume em [Hif03]. Poderfamos postular que a quase-verdade de
uma sentenca seria estabelecida se a maioria dos contextos concordassem
quanto a veracidade desta, e a partir dai poderiamos obter uma outra for-
malizacao para tais teorias.

Todos os resultados apresentados no Capitulo 3 foram extraidos dos arti-
gos [CMO02] e [CCMO04], em que os autores procuram mostrar como as légicas
paraconsistentes podem ser classificadas tomando por base a tolerancia com
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a contradicao. Nesses trabalhos os autores mostram como construir uma hie-
rarquia de légicas a partir de sistemas tidos como elementares que contém em
sua assinatura (isto é, entre seus conectivos) um conectivo de consisténcia o.
A 16gica bC é um dos primeiros sistemas da hierarquia, isto é, um dos sis-
temas mais elementares que é correto e completo via semanticas de traducoes
possiveis. Os resultados desses artigos sdo de muita relevancia porque ofere-
cem um panorama evolutivo para a hierarquia C),, mostrando também como
essas logicas podem ser expandidas, e com base nessa evolucao é feita toda
a classificacao taxondémica das légicas paraconsistentes.

Nosso particular interesse é lidar com os subsistemas de C),, pois dado
que a algebrizabilidade de uma logica é transmitida para seus descendentes,
isto é, para légicas que sao extensoes dedutivas na mesma linguagem, entao
partindo do fato que as logicas paraconsistentes C),, nao sao algebrizaveis,
tampouco serao seus sub-sistemas.

Nesse momento jia mostramos que existe uma grande quantidade de
logicas que sao desprovidas de carater algébrico, mesmo a la Blok e Pigozzi,
porém muitas dessas légicas gozam do privilégio de ter uma interpretagao
via semanticas de tradugoes possiveis. Aproveitando essa maquinaria, nossa
proposta é definir um conceito de “algebrizar a distancia”, ou seja, exigir
apenas que os contextos que estabelecem uma interpretacao semantica para
a légica em questao sejam algebrizaveis na acepcao de Blok e Pigozzi. Dai
pode-se entender que uma légica, que antes era desprovida de interpretagao
algébrica, seja agora vista como algebrizavel a menos das tradugoes.

O desafio nesse momento é mostrar que os contextos sao algebrizaveis,
a fim de aplicarmos o novo conceito de algebrizabilidade, as “semanticas
algébricas de tradugoes possiveis”, que serao apresentadas no Capitulo 4.
Formalmente referimo-nos aos contextos como “traductos” da respectiva
légica a ser algebrizével, no sentido em que quando uma légica é munida de
um teorema de completude com relagao as semanticas de traducoes possiveis,
as légicas que estabelecem tal interpretacao semaéantica sao chamadas de
traductos. Ainda no Capitulo 3 sdo mostrados alguns resultados originais
que se referem a algebrizagdo dos traductos de alguns dos subsistemas de
Ch.

O quarto capitulo, a parte original do trabalho, é reservado a eluci-
dar a nova proposta de algebrizacdo (a saber, as seméanticas algébricas
de tradugoes possiveis), que como j& dissemos é apoiada na definigao de
algebrizacao de Blok e Pigozzi e nas semanticas de tradugbes possiveis.
Comecamos mostrando que as algebras paraconsistentes, propostas por Wal-
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ter Carnielli e Luiz P. de Alcantara em [CdA84] sdo a contraparte algébrica?
da logica C'il, e nao a légica C7 como os proponentes acreditavam.

Um resultado bastante surpreendente é a relagao que pode ser mostrada
entre as MV-dlgebras trivalentes (para estas dlgebras, ver [Chab8]) e a légica
paraconsistente C;. Reservamos toda uma secao para ilustrar esta conexao
e mostrar exemplos de légicas que sao algebrizaveis por esse novo viés.

Fechamos o capitulo expondo as principais idéias, mas com todos os de-
talhes, do nosso trabalho (cf. [BCCO04]) com Marcelo E. Coniglio e Walter
Carnielli, motivando os conceitos e as tecnicalidades categoriais, a fim de
reescrever os sistemas dedutivos em termos de categoria. Esta categoria é
munida de produto, da qual a categoria das logicas algebrizaveis na acepc¢ao
de Blok e Pigozzi é uma subcategoria. O produto nesta categoria preserva
algebrizabilidade. Mostramos, a partir dai, que as semanticas de tradugoes
possiveis (munidas de completude) em termos categoriais ressurgem como
uma importante tradugao conservativa, no sentido de Jairo da Silva, Itala
D’Ottaviano e Antonio M. Sette em [dSDS99] e de Hércules A. Feitosa
em [Fei97], num produto categorial de légicas. As seméanticas algébricas
de traducoes possiveis podem ser finalmente vistas sob nova 6tica, como
composicao de morfismos ligando a logica de partida com a tnica quase-
variedade associada ao produto categorial.

Com base nesses resultados, e tirando proveito da formulagao catego-
rial que elucida este novo objeto matematico, levantamos algumas questoes
e discutimos as possiveis conseqiiéncias que poderdao ser fruto dessa nova
definicao.

O itinerdrio desta dissertacao mostrou que o desafio que eu imaginava
ingenuamente ser muito dificil ha dois anos, diversos artigos e alguns livros
atras, pode de fato ser vencido, mas por meio destes me deparei com outros.
Pelo menos, sem pretender ser socratica, agora sei quao pouco sei sobre isso.

2 Estamos ulizando o termo “contraparte algébrica” de maneira informal, pelo fato
desse mesmo termo ja ser utilizado na literatura com o significado de que o sistema é
algebrizavel na acepgao classica.



1. ALGEBRIZAR, NO SENTIDO DE CONCRETIZAR

Segundo alguns autores, a légica matemaética tem inicio com a publicacao
do livro de George Boole The Mathematical Analysis of Logic em 1847
(cf. [Boo47]). Este livro é visto como uma expansao das especulacoes de
Leibniz sobre as relagoes entre légica e matematica, insistindo sobretudo em
que a légica seria mais uma disciplina matematica do que filoséfica. Con-
tudo, a heranca leibniziana de Boole nao parece ser uma certeza histérica:
em [Sch97] p. 54, Michael Schroeder afirma que “The similarity Leibniz’s
idea of the calculus ratiotinatior is striking, but Boole did not know Leibniz’s
work”.

O livro de 1847 foi estendido, em 1854, como An Investigation of the
Laws of Thought (cf. [Boob8]). Nele, Boole ambicionava estabelecer as leis
da mente que produzem o raciocinio e expressar tais leis em forma simbdlica,
para estabelecer a ciéncia da Légica e esclarecer seus métodos.

Boole se referia a légica aristotélica tradicional, e aparentemente, con-
forme Burris em [Bur98], cometeu erros graves que confundiram o cendrio
da nascente algebra da logica.

Quarenta anos depois, entre 1890 e 1910, Ernst Schroder retomou as
idéias de George Boole, em sua coleténea de trés volumes Algebra der Logik
(cf. [Sch05]), em que retoma também idéias de S. MacColl, A. De Morgan,
W. S. Jevons, J. Venn e C. Peirce.

O enfoque nesta época era muito mais algoritmico, explorando a simila-
ridade entre a equivaléncia logica e a igualdade. O grande objetivo era inves-
tigar todas as possibilidades de aplicar métodos matematicos ao raciocinio
l6gico, um ramo da filosofia, transformando-o em &lgebra.

A idéia de algebrizar 16gicas iniciou-se no século XIX com a tentativa dos
l6gicos de conectar duas abordagens independentes da pesquisa em logica,
como vemos a seguir; uma estava centrada na nocao de equivaléncia ldgica
e a outra nas nogoes de assercdo e inferéncia.

O estudo fundacional da légica, nesse mesmo periodo, estava sendo li-
derado por B. Russell e A. Whitehead, apds a publicagao do Principia Ma-
thematica entre 1910 e 1913 (cf. [RW13]), e pelo trabalho de G. Frege, cujas
idéias fundamentais do seu Begriffsschrift, de 1879 (cf. [Fre79]), nortearam
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o desenvolvimento da ldégica no século XX. Como se sabe, Frege tentou
demonstrar todos os teoremas da matematica de uma maneira puramente
légica em seu Grundgesetze der Mathematik em dois volumes (1893 e 1903)
(cf. [Fre93] e [Fre03]); este foi, contudo, o sistema que Russell mostrou ser
contraditorio.

Estimulada pelo programa formalista de David Hilbert, a tendéncia das
pesquisas em légica comecou a ser focada em torno das nogoes formais de
asser¢ao e inferéncia logica. Hilbert pode, entao, ser visto como um primeiro
sintetizador dos dois programas, o algoritmico que vem da tradicao de Boole
e Schroder, e o fundacional, que vem da tradicao de Frege, Russell e White-
head.

A partir das idéias de Hilbert, diante das duas abordagens distintas
acerca da légica, comecaram as tentativas de conectd-las. Tarski, baseado
nas idéias de Lindenbaum de ver o conjunto das férmulas como uma algebra
com operacoes induzidas por conectivos logicos, foi quem primeiro descreveu
uma conexao precisa entre essas duas abordagens para a légica, como ex-
posto em seu artigo Grundziige des Systemenkalkiils publicado em duas
partes na Fundamenta Mathematica em 1935 (cf. [Tar35]). A tradugao dos
dois artigos aparece como Foundations of the calculus of systems em [Tar83]
(p. 342- 383)!. Neste artigo o autor investiga as bases para a algebrizacio
do calculo proposicional classico, por meio do que ele chama de “algebra
da légica” (que néo é outra coisa que a dlgebra de Boole). Portanto, tais
algebras, que estavam de alguma maneira implicitas no trabalho de Boole,
sao bastante naturais, pois refletem parte da estrutura do raciocinio cléssico.

O método para algebrizar uma légica consiste em definir uma algebra a
partir do sistema légico (ou sistema dedutivo) que se pretende algebrizar; tal
algebra deve refletir a esséncia da légica, ou ainda de certa forma concretiza-
la, como vimos na Introdugao. Para isso, primeiramente deve-se esclarecer
0 que é um sistema dedutivo.

Seja For um conjunto de férmulas e - uma relagao entre um conjunto I’
de férmulas e uma férmula ¢, tal que = C (For) x For, em que p(For)
representa o conjunto das partes de For. Quando a relacdo F satisfaz as
cldusulas (Conl)-(Con3) abaixo, esta define um operador de fecho.? Se o
operador de fecho satisfizer também as cldusulas (Con4) e (Conb) abaixo,

! Estes artigos encontram-se disponiveis na “Biblioteka Wirtualna Matematyki” em
http://matwbn.icm.edu.pl.

Ver também resenha de W. V. O. Quine do artigo de Tarski Grundzige des Syste-
menkalkils em Journal of Symbolic Logic 1: 71 - 72. 1936.

2 Os operadores de fecho foram definidos por Tarski em [Tar83], porém é usual, em
textos de Introdugdo a Légica, referir-se a estes por “relacdo de conseqiiéncia tarskiana”.
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entdo este é chamado de relacdo de consegiiéncia.’

Para todas « e 8 férmulas, e subconjuntos I' e A de For, temos:

(Conl) a eI implical' -« (reflexividade)
(Con2) (AFaeACT)implical'F « (monotonicidade)
(Con3) (AFael,at ) implica AT+ (transitividade)
(Cond) I'k ¢ implica Iy, F ¢ para algum I',, C r (finitariedade)

(Con5) T'F ¢ implica o(T") - o(p), para toda substitui¢do o (estrutural)

Para a defini¢ao rigorosa da nocao de substitui¢ao o, ver Secao 2.1.

Um sistema logico ou sistema dedutivo S é uma estrutura da forma
(For,Fs ) contendo um conjunto (em principio, qualquer) e uma relacao
de conseqiiéncia. Nos casos tratados nesta dissertacao, os conjuntos tém
uma estrutura de formulas bem-formadas definidas de forma indutiva a par-
tir de um conjunto fixado de varidveis proposicionais e de um conjunto de
conectivos como esclarecido abaixo. O mais importante nesta construcao
sao os conectivos, que sao coletados numa familia chamada de assinatura do
sistema, denotada por X.

A rigor, basta levar em conta a assinatura >, a qual determina estru-
turalmente o conjunto de férmulas For. Dessa forma, para muitos resulta-
dos, principalmente categoriais, basta considerar sistemas dedutivos como
(3,Fs ). Usamos entdo indiferentemente (For,Fs ) ou (X,Fs ), conforme
nos pareca mais didatico ou conveniente.

Dado que todas as logicas de nosso interesse tém o conceito de finitude
de prova associado, pois verificam a cldusula (Con4), entdao é interessante
notar que existem outras formulagdes equivalentes a (Con3), levando em
conta as demais condicoes, por exemplo:

(Con3’) Se At « paratodaa € e I'F 3, entao A F 3.
(Con3”) Se A={5€ For: Ak} e Al 3, entdo A+ .

3 Optamos por trabalhar com légicas em que a relacdo de conseqiiéncia satisfaz as
cladusulas (Conl)-(Conb), pelo fato de que tanto a algebrizacdo cldssica, tema deste
capitulo, quanto da algebrizagdo extendida proposta por Blok e Pigozzi, ver Capitulo 2
desta dissertacao, se aplicarem a tais logicas.

4 Utilizamos a notacéo “TI'¢sn” para indicar que I' é um conjunto finito.
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Para mostrar que “(Con3) implica (Con3’)”, fazemos uso apenas das
condigoes (Con2) e (Cond), além da hipétese (Con3), que “(Con3) implica
(Con3”)”, da condigao (Con4), e para mostrar que “(Con3’) implica (Con3)”
e “(Con3”) implica (Con3)”, fazemos uso das condicoes (Conl) e (Con2),
além das hipéteses. Conferir a demonstracdo desses fatos no Apéndice.

Assumiremos que a linguagem de cada sistema dedutivo S é definida
sobre uma assinatura proposicional denotada por 3, ver Definicao 4.3.17,
que consiste de um conjunto de conectivos. Assumiremos que o conjunto
V = {pn : n € N} é o conjunto de todas as varidveis proposicionais a partir
das quais se gera a dlgebra livre das férmulas For através de 3. Detalhamos
a construcao apenas no caso cldssico, dado que a construcao para o caso
geral é analoga.

Os axiomas do sistema dedutivo sao férmulas que sao incontestavelmente
verdadeiras no sistema. Para a formacdo de outras férmulas verdadeiras
(teoremas) sao introduzidas regras de inferéncia que preservam a validade.

A menos de mencgao em contrario, estaremos sempre trabalhando com
um sistema dedutivo arbitrario S = (For,Fg) com uma assinatura fixada
satisfazendo (Conl)-(Conb).

Partindo das formulas de um sistema dedutivo S, por exemplo, partindo
das férmulas do sistema C'P, devemos entao separar as formulas em classes
de equivaléncia no seguinte sentido:

1. p=dssetopp o @b

2. Verificar que a relagdo = é uma congruéncia, isto é:
Se ¢ = ¢, entdo (=p) = (—0));
Se ¥1 = wl € P2 = ¢27 entéo: (Splﬁ(PQ) = (wlﬁwQ)a onde ﬁ € {/\7\/7 _>}

Tarski mostrou que se tomarmos a algebra quociente For/~, esta forma
uma algebra de Boole, procedimento hoje conhecido como algebrizacao de
Lindenbaum-Tarski do célculo proposicional classico. Mostrou também como
construir um sistema dedutivo equacional na wvariedade das &dlgebras de
Boole, isto é, na classe de algebras similares que verificam as mesmas equa-
¢oes. Este sistema equacional representa algebricamente o calculo proposi-
cional classico.

Esse método funciona para algumas logicas, mas nao consegue algebrizar
todos os sistemas 16gicos, como mostrou Mortensen em [Mor80] provando
que nao é possivel separar a logica C7 em classes de equivaléncia interes-
santes: qualquer tentativa de formar classes de equivaléncia que sejam uma
congruéncia produz apenas classes unitarias.

5 Como 6 usual a férmula ¢ < ¢ denota (¥ — @) A (@ — )
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O resultado de Mortensen mostra que o método classico de algebrizacao
nao é universal, no sentido que nao algebriza todos os sistemas 16gicos. Uma
questao porém permanece: € possivel ou nao algebrizar as logicas que nao
tém uma algebrizagao dada pelo método cléssico? Para respondermos a esta
questao precisariamos de uma definicao do que fosse algebrizar uma logica,
mas isso nao foi definido por Tarski. Portanto, podemos declarar que uma
légica é algebrizavel quando é possivel definir uma algebra para a légica de
maneira similar aos critérios estabelecidos por Tarski; caso contrario, nao
sabemos o que dizer.

O objetivo deste capitulo é apresentar, de maneira concreta, como se pro-
cede para algebrizar uma légica pelo método classico. Para isso mostramos
em detalhes os passos a serem seguidos para a obtencao da chamada algebra
de Lindenbaum-Tarski, que coincide com a dlgebra de Boole e algebriza o
calculo proposicional classico CP. Finalizamos este capitulo exibindo exem-
plos de légicas que sao algebrizdveis nesse sentido, e mostramos também
alguns exemplos de légicas as quais o método nao se aplica.

1.1 O conceito classico de algebrizacao da légica: Lindenbaum e
Tarski

A idéia bésica para se algebrizar uma logica é portanto criar uma algebra
a partir da assinatura da logica, de tal modo que esta dlgebra expresse as
propriedades da logica. Informalmente, chamamos de dlgebra a uma estru-
tura que é composta de um dominio (ou universo de discurso) e é munida
de um conjunto de operacoes; no nosso caso em questao € conveniente que
tais operacgoes sejam induzidas pelos conectivos da légica.

A dlgebra criada a partir da assinatura da légica é conhecida como
dlgebra das formulas (cf. [Ras74]). Seu universo é composto pelas férmulas
da légica e suas operacoes sao definidas a partir dos conectivos da légica.

A dlgebra das féormulas é uma dlgebra livre na classe de todas as algebras
similares, no sentido em que gera irrestritamente todas as formulas a partir
da assinatura e das variaveis proposicionais.

Para algebrizar a légica, devemos definir uma algebra menos fina que a
algebra das férmulas, no sentido em que separe menos as férmulas e permita
desprezar diferencas insignificantes entre as formulas, mas de tal maneira
que a aglutinacao resultante nao esteja em desacordo com os conectivos.
Para isso, devemos proceder fazendo o quociente dessa algebra, através de
uma relacao de equivaléncia que seja também uma congruéncia.

A equivaléncia estabelecida dentro da légica em questdao proporciona
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uma nocao de igualdade generalizada na algebra quociente. Essa igualdade
relaciona as férmulas da légica, isto é, as coloca dentro da mesma classe
de equivaléncia, e o fato de se tratar de uma congruéncia nos garante que
o resultado de uma dada operacao induzida nas classes é a classe obtida
pelo resultado da operacao em representantes das classes de partida. De
forma abreviada, a operacao entre classes “coincide” com a operagao dentro
da classe. Em outras palavras, os conectivos (ou operagoes) induzem ho-
momorfismos, no sentido em que por exemplo, a classe das disjuncgoes é a
juncao das classes.

Tal algebrizacao é conhecida como algebrizacao de Lindenbaum-Tarski
ou também como método cldssico de algebrizagdo.

Nesse método, associa-se a cada teoria 7 da légica uma relacao de equi-
valéncia nas férmulas. Duas féormulas ¢ e 1 sao equivalentes se existe uma
demonstracao do bicondicional ¢ « 1) a partir dos axiomas l6gicos e axiomas
que definem 7 e regras de inferéncia da logica. Esta relagao de equivaléncia
respeita os conectivos légicos; por exemplo se ¢ e ¥ sdo equivalentes, res-
pectivamente, a ¢’ e 1’ entao ¢ A1 é equivalente a ¢’ A1)’

Conseqiientemente, uma algebra quociente pode ser definida de tal ma-
neira que seus elementos sao classes de equivaléncia de férmulas, e cujas
operagoes sao induzidas pelos conectivos da légica.

Este procedimento garante que cada classe de algebra possa ser vista
como a exata contraparte algébrica de sua logica correspondente, no sentido
em que existe uma correspondéncia muito préxima entre a teoria dedutiva
da légica e a teoria equacional da algebra, entendendo-se por “equacional”
a pratica de se trabalhar com quase-identidades, isto é, com identidades
condicionais e nao apenas com identidades.

E interessante observar que apesar de ser sempre possivel estabelecer
uma &lgebra das férmulas para qualquer l6gica (basta lembrar que esta é
uma &lgebra livre, como vimos) isso nao é suficiente para se obter uma
algebrizacao para um sistema dedutivo: de fato, isso nem sempre é possivel,
pois depende de que seja possivel definir uma relacao de equivaléncia que
seja uma congruéncia nao trivial, ou seja, uma nocgao abstrata de igualdade
“bem comportada”. Como veremos na Secao 1.5, nem sempre é possivel
definir tal equivaléncia.

A seguir listamos os passos do método que devemos seguir para a obten-
¢ao de uma algebra das férmulas para o sistema dedutivo S, que é candidata
para algebrizar S pelo método de Lindenbaum-Tarski. Assumimos que a
assinatura de § contém os conectivos — e A, a fim de que seja possivel
definir o bi-condicional <.
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1° Passo: Definir a algebra das férmulas For = (For, wg or ... ,wgfrl% em

que For é o conjunto das féormulas de S e wiFor, com 0 <7< n—1,
sao as operacoes induzidas pelos conectivos do sistema dedutivo S, o
qual se pretende algebrizar.

2° Passo: Definir uma relacio de equivaléncia = em S do seguinte modo:®
p=tsse Fsp—Pe sy —op
3° Passo: Testar a relacao de equivaléncia = acima para saber se esta es-

tabelece uma congruéncia nao trivial, no seguinte sentido:

Se ¢o = [¢o], .. ck—1 = [tk_1], ent@o para um conectivo qualquer w;
de aridade k definimos wFer

0o, cpmt) = [wi(to, . YR—1)].

4° Passo: Se arelacao de equivaléncia = estabelece uma congruéncia, entao

. [ . For /=~ For /=
definimos a algebra quociente For/~ = (F or/g,woor/ = ... ,wniﬁ/ =),
onde For/~ é o universo composto pelas classes de equivaléncia das

For/~

férmulas, e w; ,com 0 < ¢ <n—1, sao as operagoes da algebra

quociente induzidas pelos conectivos do sistema dedutivo S.

No caso da algebrizacao do calculo proposicional classico C'P, verifica-se
também que a &dlgebra For/~ satisfaz todas as propriedades das élgebras de
Boole.

Como ja observamos, nem sempre ¢é possivel definir uma relagao de equi-
valéncia que estabeleca uma congruéncia nao trivial entre as classes; mais
ainda, ¢ muito dificil definir uma &algebra a partir do sistema ldgico que
coincida com alguma algebra ja conhecida na literatura. A algebrizacao
de CP é um evento histérico muito importante pelo fato de ser o primeiro
sistema dedutivo a ser algebrizado, e também pelo fato de a dlgebra das
fomulas de C'P verificar as propriedades das algebras de Boole. As dlgebras
cilindricas, e as algebras de Post sao, respectivamente, exemplos de algebras
que surgiram a partir da algebrizacao das légicas de predicados e das légicas
n-valentes e infinito-valentes de Lukasiewicz.

Nao é dificil se convencer que o método de algebrizagao proposto por
Tarski nos mostra apenas como tentar definir uma algebra a partir da as-
sinatura da légica, por meio de uma relagao de equivaléncia que é uma
congruéncia e nada mais. Nesse caso, é postulado, portanto, que a algebra

6 Este modo de definir a relacdo de equivaléncia é tipico deste método, conforme es-
clarecem W. Blok e D. Pigozzi no preficio do volume especial de Studia Logica, dedicado
a algebrizagdo de légicas publicado em 1991 (cf. [BP91)).
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obtida é capaz de algebrizar a logica, ja que a algebra preserva todas as
propriedades do sistema dedutivo em questao de maneira muito natural,
pois as operagoes da algebra sao induzidas a partir dos conectivos da légica.
Porém esse método nao nos fornece subsidios para afirmar quando um sis-
tema logico nao pode, nesta acepcgao, ser algebrizavel. Em outras palavras,
quando nao obtemos uma algebrizacao para um sistema dedutivo nao somos
capazes de decidir se tal sistema pode ser algebrizavel ou nao.

O trabalho de Rasiowa e Sikorski (cf. [RS53]) pode ser visto como uma
tentativa de sanar essa deficiéncia da algebrizacao classica, isto é, tenta
tragar as condigOes necessarias e suficientes que um sistema dedutivo deve
satisfazer, a fim de que este seja algebrizavel. Mas o maximo que obtive-
ram nesse campo foi tracar condicGes necessarias que o par de implicagoes
(¢ — 3,0 — «) devem satisfazer, a fim de tornar o sistema algebrizavel.
Com isso os autores obtiveram uma classe de légicas algebrizaveis, conheci-
das por ldgicas implicativas, e associaram a cada uma destas a contra-parte
algébrica correspondente, porém nao conseguiram um método para respon-
der negativamente a respeito da algebrizabilidade de um sistema dedutivo
em geral.

As préximas secoes serao dedicadas a uma breve exposicao do calculo
proposicional classico C'P e das algebras de Boole, para entao esclarecermos
a algebrizagao de C'P pelo método cldssico em todos os seus detalhes. Fina-
lizamos mostrando alguns exemplos de sistemas 16gicos aos quais o método
de Lindenbaum-Tarski se aplica, e outros aos quais nao se aplica.

1.2 O Célculo Proposicional Classico: uma preparacao para sua
versao algébrica

Apresentamos aqui uma versao sintdtica do cdlculo proposicional cléssico,
denotado por C' P, com vistas a construir sua versao algébrica no sentido em
que foi discutido na se¢do anterior. Seguimos a mesma axiomadtica adotada
no texto tradicional de E. Mendelson (cf. [Men64]). O estudo semantico de
CP, por meio de matrizes seméanticas, nao é tratado nesta dissertagdo. Para
detalhes a respeito desta recomendamos o mesmo livro mencionado acima.

Mostramos, a seguir, um elenco de resultados elementares a respeito
de C'P que serao uteis no decorrer deste capitulo, e tomamos o cuidado
de apresentar todos os detalhes daquelas demonstracoes que nao sao feitas
explicitamente em [Men64].
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Assinatura A assinatura para C'P é composta por:

e Varidveis proposicionais ou férmulas atomicas: p1,p2, - ,Pn, - -

e Conectivos proposicionais: — (negacao) e — (implicagao)

e Simbolos metalinguisticos: ) e ( (parénteses fechado e aberto)

Formulas O conjunto das formulas de C P, For, é constituido pelas seqiien-

cias de simbolos do alfabeto acima, que satisfazem & seguinte definicao
recursiva:

e Cada férmula atomica é formula.

e Se ¢ é uma férmula, entao ¢ também é uma férmula.

e Se ¢ e 1 sao formulas, entao ¢ — ¢ é féormula.

e As férmulas sdo formadas somente pelos itens acima.

Axiomas (Ax)

L.Fopy— (¥ —¢)
2. Fep(p—= W =) = (¢ —=9) = (¢ =)
3. Fop (¢ = =) = (g = ¢) — )

Regra Modus Ponens (MP)

@, =
G
Simbolos Definimos outros conectivos
Defr: o N = =(p — 1)) {le-se: e}
Defy: oV = (o — ) {lé-se: ou }
Defo: o o h E (0 =) A — @) {lé-se: equivalente}

Lema 1.2.1. (Teorema da Dedug¢io) Se I' U {a, B} C For, entdo:
Iatep 8 ssel' Fop a — B. Em particular, o Fop 0 sse Fop a — [.

Demonstragdo. Conferir em [Men64] p. 32-33. O



1. Algebrizar, no sentido de Concretizar 30

Lema 1.2.2. Para quaisquer formulas o, 3 e 7y, temos:

(a) Fep a— «

(b) Fep (ha — a) = «

(¢) Se Fep (o — ) e Fop (B — ), entao Fop (a0 — 7)

(d) Se Fepa— (8 — A), entio Fop f— (o — N)

(6) |—cp 1 —

(f) Fepa — ~—a

(9) Fop ~a — (a— )

(h) Fop (=8 — =a) — (a — )

(i) Fep(a— B) = (28— ~a)

(4) Fep (a— B) = ((na— B) = B)

(k) Fop —(aAB) < (maV p)

(l) FepanpB — (0

(m) Fep a N — «

(n) Fepa—aVv

(o) Fep B —aVp

(p) Fepa— (B— (aApB))

(q) Se Fep (a — ) etFop (B—7), entao Fop (aV () — v
(r) Se Fop (o — B) e Fop (v — 7), entao Fep a— (BA7)
(s) Se Fep (a— fB) e Fop (o — 7), entao Fop o — (BV )
(t) Fop (aN—-a)— [

(v) Fop B — (maVa)

(v) Fop —~(aV B) < (maA—p)

(w) Fop (A B) sse Fepae bop B

(z) FepaV(BAy) < (aVB)A(aVy)

(y) FepaAN(BVy) < (@AB)V(aAy)

(z) Se Fcopag <« By e Fop ar « B1, entdo Fop (ag — a1) < (Bo — B1)

Demonstragao. :

- Conferir em [Men64] p.31-35: (a), (e)-(j);

- Encontram-se no Apéndice: (b)-(d), (k)-(q), (s), (t), (v), (w), (y) e (2);

- Aplicagao de (i) e (q): (r) ;

- Aplicagao de (i) e (e): (u) ;

- Andloga a demonstragao de (v): (x). O

A completude do sistema dedutivo C' P, como é amplamente conhecido,
é obtido com relagdo a semantica verofuncional usual dada pelas tabelas
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cldssicas da implicagao (—) e da negagao (—), dadas abaixo. Uma demons-
tragao desse fato pode ser encontrada em [Men64] p. 37.

—T17]0 -
1]1]0 1
11 01

A formulagao que adotamos para CP, fixada sobre a assinatura composta
pelos conectivos — e —, nao é Unica. Existem outras formulacbes equi-
valentes a esta construidas a partir de outro conjunto de conectivos. Por
exemplo, para se obter a algebrizacao de C'P, é conveniente fixar a assina-
tura composta pelos conectivos =,V e A, e pelas constantes 0 e 1, dado que
os conectivos se assemelham as respectivas operagoes conjuntistas de com-
plementagao (), unido (U) e intersegao (N), e as constantes aos primeiro e
ultimo elementos respectivamente. Portanto torna-se mais natural induzir
as operacoes da “dlgebra das férmulas” sobre essa assinatura.

A assinatura que adotamos para C'P ndo oferece muita intuicdo para
a algebrizacao, mas baseado no resultado de equivaléncia entre as diversas
formulagoes de C'P, nos referimos de agora em diante, de maneira abusiva,
a tais formulagoes como sendo as mesmas.

O objetivo da préxima secao é apresentar a definicao das algebras de
Boole, juntamente com algumas de suas propriedades, procurando eviden-
ciar a semelhanca existente entre a légica cldssica e as algebras de Boole,
justificando a necessidade de um resultado, como da algebrizacao, que ex-
plica tal fenémeno.

1.3 A classe das algebras de Boole

Algebra universal é a drea da matematica que investiga as propriedades
e relagbes entre estruturas e classes de estruturas algébricas distintas, que
tém algum grau de similaridade. Nao faz sentido falarmos de dlgebra sem
referéncia a igualdade. A abstracao da igualdade permite atingir um nivel
muito alto de abstracao em &lgebra.

Fazemos uma sinopse de algumas construcoes universais em algebra,
tais como as nogoes de isomorfismo, sub-dlgebras, produto direto e pro-
duto sub-direto, finalizando com os resultados de Stone acerca da variedade
das dlgebras de Boole. Muitos dos resultados apresentados nesta se¢ao serao
utilizados também no Capitulo 2.

Uma fungao t : A" — A é dita uma operagao de aridade n sobre o
conjunto A.
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Definicao 1.3.1. Um tipo 7 é um par formado por um conjunto 7' junto
com uma funcdo f : T" — IN, denotado por 7 = (T, f). E conveniente
denotar o tipo por 7, = {t; € T': f(t;) =n}, i€ I en € IN.

E por meio do tipo 7 que, em algebra universal, podemos associar es-
truturas distintas e isso permitira operar com estas estruturas.

Definicao 1.3.2. Uma dlgebra </ de tipo 7, ou uma 7-dlgebra, é uma
estrutura &/ = (A,tf@, em que A é o dominio da algebra e tff, 1 <i<k,
sdo as operacoes da dlgebra, em que tfj : A7) — A, para cada t; € T.

Sem perda de generalidade podemos ordenar as operacgoes da &algebra,
associando a aridade com o indice da operacao da seguinte maneira:

<ty <<ty

Definicao 1.3.3. Sejam o7 e # duas T-algebras; dizemos que &/ e £ sao
iguais se A= B e tf{ = t;-%?, para todo t; € T

Definicao 1.3.4. Sejam o/ e 9 duas 7T-algebras. A fungdo a: A — B é
chamada um homomorfismo de &/ em % quando « é uma funcao de A em
B, e para todot € T e todo ay,--- ,a, € A, temos:

O‘(tﬂ(ala T 7an)) = t%(a(al)a T ,a(an))

Quando A = B dizemos que «a é um endomorfismo de &/ em £.
Quando « : A — B é uma funcao bijetora dizemos que « é um isomorfismo

de &/ em A.

As estruturas algébricas mais simples estudadas em &lgebra universal
sao os reticulados. Existem dois modos de se definir reticulados: um de
carater algébrico, que é do mesmo padrao das definicoes de grupos, anéis,
etc., em que é levado em conta as propriedades das operagoes. O outro modo
é baseado na nocao de ordem. Este 1ltimo nos oferece uma visao geométrica
relacional dos reticulados. Exibimos as duas defini¢ées e demostramos que
elas sao equivalentes.

Usamos o simbolo ~ para denotar uma igualdade algébrica formal que
tem a intencao de expressar uma forma abstrata que generaliza ao mesmo
tempo a equivaléncia légica (por exemplo a légica de primeira ordem).

A disciplina chamada Ildgica equacional estuda as propriedades da igual-
dade ~ de maneira geral. Para mais detalhes recomendamos [Bur98].

Além do simbolo “a” usamos também o simbolo especificamente

113

para relagao de equivaléncia conjuntista e o simbolo “=" para expressar o

(132 %
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fato de que o que aparece em ambos os lados da igualdade denotam o mesmo
objeto, em particular o mesmo conjunto se estamos trabalhando na teoria
de conjuntos, por exemplo em ZF.

Definicao 1.3.5. Um conjunto nao vazio R junto com duas operagoes
bindrias U e M (jungdo e cruzamento respectivamente) em R é chamado
de reticulado se satisfaz as identidades equacionais abaixo’:

Retq: Leis comutativas.
(a) zUy~ylUx
(b) xNy~yNuz
Rety: Leis associativas.
(a) U (yUz) = (zUy)Uz
(b) xM(yMNz)~(zMy)Mz

~—

Rets: Leis da idempoténcia.
(a) zUz~x
(b) xNzx~x

Rety: Leis de absorcgao.
(a) z~xU(xMy)
(b) x~zN(zUy).

Introduzimos primeiramente a nocao de ordem parcial em um conjunto
e depois apresentamos a segunda definicao de reticulados.

Definicao 1.3.6. Um conjunto parcialmente ordenado é uma estrutura
P = (P,<), em que P é um conjunto nao vazio e < é uma rela¢ao binaria
sobre P satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) a<a (reflexiva)
(ii)) Sea<beb<a,entdoa=1>b (anti-simétrica)
(iii) Sea<beb<c¢, entdoa <c (transitiva)

Se ainda < satisfizer a propriedade abaixo,

7 Note que as cldusulas da Definicdo 1.3.5 estéo, a rigor, axiomatizando as identidades
equacionais.



1. Algebrizar, no sentido de Concretizar 34

(iv) a<boub<a (tricotomia)
entao, dizemos que & é um conjunto totalmente ordenado.

Definigao 1.3.7. Sejam 2 = (Q, <) e & = (P, <) conjuntos parcialmente
ordenados tal que Q C P. Um elemento p € P é um limite superior de 2
se ¢ < p, para todo ¢ € (). Analogamente, um elemento p € P é um limite
inferior de 2 se p < ¢, para todo ¢ € Q.

Definicao 1.3.8. Sejam 2 = (Q, <) e & = (P, <) conjuntos parcialmente
ordenados tal que Q C P. O supremo de @, sup @), é o menor limite superior
de @, quando existir. Analogamente, o infimo de Q, inf @, é o maior limite
inferior de @), quando existir.

Definicao 1.3.9. Um conjunto parcialmente ordenado R = (R, <) é um
reticulado sse para todo a,b € R, o sup{a,b} e o inf{a,b} existem em R.

Lema 1.3.10. As definicoes 1.8.5 e 1.5.9 sdo equivalentes considerando as
sequintes definicdoes:

(A) Se R é um reticulado pela defini¢ao 1.53.5 e < € definido em R pora < b
ssea=alboub=alb;

(B) Se R é um reticulado pela definicio 1.3.9 e as operagoes Ll e M forem
definidas por a Ub = sup{a,b} ealb=1inf{a,b} .

Demonstragao. (1.3.5 = 1.3.9) Conferir em [BS81] p. 6.
(1.3.5 < 1.3.9) Suponhamos que allb = sup{a, b} e al1b = inf{a,b}, entdo:

1. Comutativa
e afb=1inf{a,b} =inf{b,a} =bMa
e allb=sup{a,b} = sup{b,a} =bla
2. Associativa
Pela definicao de supremo temos:
(a) a < sup{a,b};
(b) b < sup{a,b};
(¢) ¢ < sup{supfa,b},c};
(d) sup{a,b} < sup{sup{a,b},c};
(e) de (a) e (d) temos que a < sup{sup{a,b},c};
(f) de (b) e (d) temos que b < sup{sup{a, b}, c};
(g) de (c) e (f) temos que sup{b,c} < sup{sup{a,b},c};
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(h) de (e) e (g) temos que sup{a, sup{b,c}} < sup{sup{a,b},c}.
Portanto de (h) temos que a U (bLl¢c) < (aUb) L c. Pelo mesmo
raciocinio tiramos que (a Ub) Uec < a U (b ¢), dai, pela anti-
simetria, concluimos que a U (bUc¢) = (aUb) L c.
E anélogo que aM (bMe¢) = (aMb)MNe.
3. Idempoténcia
e a =sup{a,a} =ala
e a=inf{a,a} =ala
4. Absorcao
e Como inf{a,b} < a, entdo a = sup{a,inf{a,b}} = al (an
b).
e a=all(alUb) é andlogo.
O

’

E interessante observar que existe uma outra forma de demonstrar a
equivaléncia dos conceitos de reitculados, isto é, mostrar que a categoria
dos reticulados como &lgebras nas categorias é equivalente a categoria dos
reticulados como conjuntos parcialmente ordenados. O procedimento para se
demonstrar o mesmo resultado, mas por outra via, é mais imediata. Vejamos
o procedimento:

1.3.5 22 1392 1.3.5, vejamos a demonstracao:

a=albsse a=inf{a,b}, masinf{a,b} <aeinf{a,b} <0b, dai por
substituicao a < b.

A demostragio de 1.3.9 =% 1.3.5 =% 1.3.9 se encontra em [BS81] p. 6
ef.

Na verdade, esse fato expressa que existe um isomorfismo de categorias
associado as estruturas de reticulados, pois a equivaléncia das definigoes
sempre volta as estruturas originais, como visto acima. KEste comentario
prepara o leitor para o Capitulo 4.

Definicao 1.3.11. Um reticulado distributivo é um reticulado que satisfaz
as seguintes leis distributivas abaixo.

DI: N (yUz) ~ (xMNy) U (xMz);

D2: zU(yNz) = (zUy) N (zU 2).
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Teorema 1.3.12. Um reticulado R satisfaz D1 sse satisfaz D2.
Demonstragdo. Conferir em [BS81] p. 10. O

O Teorema 1.3.12 acima esclarece que basta uma das leis distributivas.
Ainda mais, todo reticulado satisfaz uma parte das leis distributivas, na
forma das duas desigualdades do Lema a seguir.

Lema 1.3.13. Todo reticulado satisfaz as sequintes desigualdades:
(1) 2M(yUz) < @ny)U(en2);
(2) zU(yNz) <(zUy) N(zUz).

Demonstragao. Conferir em [BS81] p. 10-11. O

Definigcao 1.3.14. Dado um reticulado R chamamos de primeiro elemento
0% (respectivamente, wltimo elemento 17) ao elemento tal que zM0% = 0%
(respectivamente, x L 1R = 1R), para todo x € R.

Definicao 1.3.15. Seja R um reticulado com primeiro e ltimo elementos,
e x € R. Se existir ~ z em R, para todo x € R, tal que M ~ z = 0% ¢
U ~ z = 1% nesse caso dizemos que x é complementado em R ou que ~
é complemento de .

Lema 1.3.16. Seja R um reticulado distributivo e x € R. Se ~ x é o
complemento de x, entao ~ x € unico.

Demonstragao. Coferir em [Cur63] p. 139.
O

Definigao 1.3.17. Uma Algebra de Boole o7 = (A, 1% .1 ~7 17 07) é
um reticulado ordenado distributivo e complementado, em que A é o uni-
verso, LI, 1 sdo operacgoes bindrias, ~? é uma operacao uniria, chamada
complementacao. As operagoes tém o mesmo comportamento das tabelas
de verdade e 07 e 17 sdo respectivamente primeiro e tltimo elemento.

Muitas sao as nogoes abrangentes e repetitivas em algebra universal;
as proximas definicoes e resultados mostram algumas dessas nocoes que
serao tuteis, mesmo que de forma longinqua, também no préximo capitulo.
Apresentamos alguns resultados de Birkoff e de Stone apenas como comple-
mentacao de resultados acerca das algebras booleanas.

Definicao 1.3.18. Sejam o7 e A duas 7T-algebras. Dizemos que % é uma
sub-dlgebra de o/ se B C A e toda operacdo de £ é uma restricao da
operacao correspondente de &7, isto é, para cada operacao tﬁ{ em o/, para
n € N, temos que ¢ (by,--- ,b,) € B, com by,--- ,b, € B .
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Definicao 1.3.19. Sejam &/ e & duas 7 -algebras. Entao o produto direto
de of e B é a T-dlgebras & x B = (A x B,tfm‘@), em que o universo é o
conjunto A X B, e paracadat; € T'ea; € A, bj € B, 1 < j <n, temos que:

t7%2 (ag, br), -, (an, ba)) = (7 (ar, -+ an), 7 (b1, -+, by))

Definig¢ao 1.3.20. Seja (4 );c; uma familia indexada de 7-adlgebras e I # ().
O produto direto o/ = [[;.; % ¢ uma T-dlgebra com universo [[,.; A; e para
cada t, € Ty € ay,- - ap € [[;c; Ai, temos que:
. 4 o . .
G an s an)(0) = 1 (@), s ani)

ier %

para cada i € I, £} ¢é definido cordenada a cordenada.

Definicao 1.3.21. Sejam &7 e % duas 7 -algebras e & um homomorfismo de
o/ em . E evidente que a(A) C B, dai a T-algebra o) = (a(A), t?(ﬂ)> é
uma sub-dlgebra de %, e nesse caso chamamos « (<) de imagem homomorfa
de A.

Definicao 1.3.22. Uma &lgebra &7 é um produto sub-direto de uma familia
indexada (% );c; de algebras se:

(i) &7 é sub-dlgebra do produto direto de (2% )cr; €

(i) mi(«/) = o, para cada i € I.

Teorema 1.3.23. (Birkhoff). Toda dlgebra <7 € isomorfa a um produto sub-
direto de dlgebras sub-diretamente irredutiveis (que sao imagens homomorfas

de < ).
Demonstragdo. Conferir em [BS81] p. 58-59. O

Introduzimos, agora, os conceitos de operadores de classe e de variedades,
que servem para relacionar classe de algebras de mesma similaridade ou tipo.
Os operadores sao definidos como segue:

o o/ € I(C) sse o é isomorfa a algum membro da classe C;
e o7 € S(C) sse o/ é uma sub-dlgebra de algum membro da classe C;

o o € H(C) sse &/ é uma imagem homomorfa de algum membro da
classe C;

o/ € P(C) sse &/ é um produto direto de uma familia ndo vazia de
algebras da classe C;

o/ € Pg(C) sse &/ é produto sub-direto de uma familia ndo vazia de
algebras da classe C
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Note que estamos aplicando os operadores somente para familias inde-
xadas nao vazias, a fim de evitar complicagoes desnecessarias.

Definigcao 1.3.24. Uma variedade é uma classe de algebras de mesmo tipo,
fechada por imagens homomorfas, sub-algebras e produtos diretos.

Definicao 1.3.25. Se C é uma classe de 7-élgebras, seja V(C) a menor
variedade contedo C, e chamamos V(C) de variedade gerada por C. Se C
é uma classe trivial, isto é, formada por um tnico elemento @7, nesse caso
denotamos a variedade gerada por V(). Uma variedade é finitamente
gerada se V = V(C) para alguma classe finita C de algebras finitas.

Teorema 1.3.26. (Tarski). V(C) = HSP(C).
Demonstragdao. Conferir em [BS81] p. 61-62. O

Teorema 1.3.27. (Birkhoff). C é uma classe equacional sse C é uma va-
riedade.

Demonstragao. Conferir em [BS81] p. 75-76. O

Lema 1.3.28. Toda dlgebra de Boole of satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Se a1 M as = 07 e ay U7 ay = 17, entdo ay =~ ay;
(it) ~ (~ a) = o
(i1i) ~7 (a1 U7 az) =~7 a1 ~7 ay e
~7 (a1 ne CLQ) =~ CL1|_|‘Q{ ~7 as.

Demonstragdo. Conferir em [BS81] p. 117-118. O

Definicao 1.3.29. Seja X um conjunto. A dlgebra booleana dos sub-con-
Juntos de X é Sub(X) = (p(X),U,Nn, ~,0, X), em que p(X) é o dominio da
algebra e U, N, sdo as operagoes conjuntistas usuais. A dlgebra booleana de
dois valores, 2 = (2,112 12, ~2,02,12), em que (2,02, M?) é um reticulado
de dois elementos com 0% < 12, ~2 (02) = 12 e ~2 (12) = 02.

Um resultado muito conhecido de Stone mostra que toda algebra boole-
ana finita é isomorfa a algebra booleana de todos os subconjuntos de algum
conjunto finito X. Muitas outras caracterizagoes foram feitas pelo proprio
Stone que mostram que as dlgebras booleanas sao essencialmente os anéis
booleanos. Essa parte nao tem aplicabilidade para o presente trabalho, e
para um estudo mais detalhado sobre este tema recomendamos o capitulo 4
do livro de Burris e Sankappanavar (cf. [BS81]).
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Definicao 1.3.30. Seja I um conjunto. Um filtro F' sobre I é um conjunto
F C p(I) tal que:

(i) I € F,

(ii) Se X,Y € F, entao X NY € F;

(iii) Se X e Fe X CY,entao Y € F.

- Se p(I) # F, entao F é chamado um filtro prdprio.
- Se F' é maximal (isto é, para todo filtro F’, F/ C F'), entao F é chamado
de ultrafiltro.

A nogao geral de filtros e ultrafiltros pode ser particularizada para reti-
culados (e obviamente para dlgebras de Boole) conforme a definigao abaixo.

Definigdo 1.3.31. Seja R = (R, ", M, <) um reticulado e F C R. F é
chamado um filtro de R se:

(i) Se z,y € F, entdao x MRy € F;

(i) Sex € Fex <yparay € R, entao y € F.

As defini¢tes de filtro proprio e ultrafiltro para reticulados sao as mesmas
do caso geral dado acima.

Definicao 1.3.32. Seja (4%)ie; uma familia indexada de T-algebras, e

suponha que F' é um filtro sobre I. A relacao bindria ©p sobre [[,.; A;
é definida como:
(a,b) € Op sse {ie€l:a(i)=0b(i)} € F

Lema 1.3.33. Para (<%)1e;r e F definidos acima, a relagio Op é uma
relagdo de equivaléncia em (A;)rer. Para uma operagao n-aria f em (A;j)rer
e para (ai,b1), -, {(an,by) € O temos que (f(ai, -+ ,an), f(b1, -+ ,bn)) €
OF, isto €, O € uma congruéncia para a “dlgebra das partes de o7 ”.
Demonstragao. Conferir em [BS81] p. 206. O

Definicao 1.3.34. Dado um conjunto nao vazio I, uma familia indexada
de 7T-algebras (<% );c; e um filtro préprio F' sobre I, definimos o produto
reduzido ([[;c; <%)/F como segue. O universo ([],c; A;)/F é o conjunto
(ILic; Ai)/OF, e seus elementos denotados como a/Op. Para cada t; € T
um simbolo de funcao n-aria e para ai,--- ,a, € Hie[ A; temos:
et A an)F) = e W 0V

7 7
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e para r um simbolo de relagao n-ario seja:
r(ai/F,--- ja,/F) é vélidosse {i € I: A; Er(ai(i), - ,an(i)} € F.

Definigao 1.3.35. Uma quase-identidade é uma identidade ou uma férmula
da forma (t; = ug A -+ Aty = up) — (t = u). Uma quase-variedade é uma
classe de dlgebras fechada por isomorfismo, sub-algebras e produto reduzido,
contendo uma &lgebra trivial.

Teorema 1.3.36. Seja C uma classe de T -dlgebras. Entdo C € uma quase-
variedade sse C pode ser axiomatizada por quase-identidades.

Demonstragao. Conferir em [BS81] p. 219-220. O

Para mais detalhes a respeito da teoria de reticulados e de algebras de
Boole recomendamos os livros [Mir87] e [BS81].

1.4 A algebrizacao do calculo proposicional classico

Esta secao tem por objetivo apresentar de forma sistemética uma das mais
interessantes conexoes entre algebra e logica, a algebrizagao do calculo proposi-
cional classico C'P. Esse resultado aparece na maioria dos livros elementares
de introducgao a légica, e a demostracao desse resultado quase sempre é apre-
sentada como um esbogo, ou em forma de exercicio, ou entao dispersa no
meio do texto. Nossa intencao é preencher essa lacuna deixada pela maioria
dos livros textos que tratam dessa questao.

Teorema 1.4.1. A dlgebra do Cdlculo Proposicional Cldssico € a dlgebra
de Boole. Mais explicitamente, temos que a dlgebra de Lindenbaum-Tarski
associada a C'P € isomorfa a dlgebra de Boole livremente gerada por um
conjunto infinito enumerdvel.

Demonstra¢do. A demonstragdo consiste em 13 passos, seguindo nosso es-
quema anterior, que parte da estrutura dedutiva de C'P, estabelece a dlgebra
correspondente e mostra que esta algebra é a algebra de Boole livre em w-
geradores.

1° Passo: Dada a assinatura Yop = {—,V,A}, a dlgebra das férmulas
definida a partir de Xop é a seguinte:

For = (For,—,V,A,0,1),

em que For é o conjunto das férmulas de CP e =, V e A sdo os
conectivos de C'P e 0 e 1 as constantes.
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2° Passo: Definimos uma relagdo no conjunto das férmulas de CP para a
construcao do conjunto universo da &lgebra quociente.®

p =1 sse Fop o <.

3° Passo: Vejamos que a relagdo =2 é uma relagao de equivaléncia:

1. Reflexiva: ¢ = ¢, pelo Lema 1.2.2 (a) e (w).

~

2. Simétrica: Se ¢ = 1), entdao ¢ = ¢, pelo Lema 1.2.2 (w) duas
vezes.

3. Transitiva: Se p =1 e ¥ = X entdao ¢ = A, pelo Lema 1.2.2 (¢) e

(w).

4° Passo: Vejamos que a relacio de equivaléncia = é uma congruéncia.’

1. Se ¢ = 1, entao (Passo 2) Fop ¢ < 1, dai pelo Lema 1.2.2 (w)
temos que Fop ¢ — ¥ e Fop ¥ — ¢, dal pelo Lema 1.2.2 (i)
temos respectivamente que Fop =) — —p e Fop g — Y e,
portanto, -y = =),

2. Se @o = tho e p1 = 11, entdo Fop po > Yo e Fop g1 < Y1, dal
pelo Lema 1.2.2 (z) temos que Fop (pg — 1) <« (Yo — 1) e,

portanto, (o — 1) = (Yo — ¥1).

5° Passo: A partir da dlgebra das férmulas considerada no Passo 1, defini-
mos a algebra quociente a partir da relacao de equivaléncia definida
no Passo 2, em que o universo é formado pelas classes de equivaléncia
das féormulas de C'P e as operagoes sao induzidas a partir de seus
conectivos.

FOI‘/% _ (FO’I“/%, _|FOI‘/g’ \/For/g’ /\FOI'/g , OFor/g’ 1F01‘/g>.

Os proximos passos consistem em verificar que a algebra For/~ satisfaz
todas as propriedades das algebras de Boole.

8 Nao devemos esquecer que existem varias formulacdes equivalentes de C'P, entéo é
sempre possivel definir o conectivo < a partir dos conectivos da assinatura original. Por
exemplo ¢ « 1 é definido como (—¢ V ¥) A (=) V @).

9 Note que os conectivos A, V e as constantes 0 e 1, sdo definidos a partir dos conectivos
— e — do seguinte modo: (¢ V) é (mp — ¥); (@ AY) é =(p — —); 0é (pA—p)elé
(¢ V ). Portanto é suficiente fazer a demonstragido somente para os conectivos = e —.
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6° Passo:

Considere a estrurura For/~ = (For/~, <), tal que para quais-

quer [¢], [¢] e [A] elementos de For/~ a relagdo < é definida como:

[p] <[] sse Fop o — 9.

Pelo Lema 1.2.2 (z) é claro que < estd bem definida. Se ¢ = ¢’ e
=2 entdo Fop p — Y sse Fop ¢ — Y.

Vejamos que For/~ é parcialmente ordenado.

1.

7° Passo:

1.

. Anti-simetria: Se [p] < [¢] e [¢]

Reflexividade:
[¢] < [¢], pois pelo Lemal.2.2 (a) Fop ¢ — .

. Transitividade:

Se [¢] < [¢] e [] <[], entao pela definicao de < temos que Fcp
© — P ebteop 1 — A dai pelo Lemal.2.2 (c) temos Fop o — A e
pela defini¢cdo novamente temos que [¢] < [A].

<

[¢] entdo Fep o — P e
Fop ¥ — ¢, dai pelo Lema 1.2.2 (w) temos que Fop ¢ «— ¥ e

portanto [p] 2 [¢].

Vejamos que (For/~, <) tem supremos, dados por \VFor/=,

[¢] < [p V], pois pelo Lema 1.2.2 (n) Fop ¢ — ¢ V4.

2. [¢] < [¢ V], pois pelo Lema 1.2.2 (o) Fep b — ¢ V 4.

8° Passo:

1.

. Suponhamos, agora, que [p] < [A] e [¢)] < [A], entdo pela definigao

de < temos que Fop ¢ — A e Fop ¥ — A, dai pelo Lema 1.2.2
(q) temos que Fep (¢ V) — A e portanto [p V 9] < [A]. Logo,
[¢ V9] é o supremo de [p] e [1)].

Vejamos que For/~ = (For/~, <) tem infimos, dados por AFor/=,

[ A Y] < [p], pois pelo Lema 1.2.2 (m) Fop (p A) — .

2. [ A ] < [¢], pois pelo Lema 1.2.2 (1) Fep (9 Ap) — .

. Suponhamos, agora, que [A] < [¢] e [A] < [¢)], entao pela definigao

de < temos que Fop A — p e Fop A — 9, dai pelo Lema 1.2.2
(r) temos que Fop A — (¢ A ) e portanto [A] < [¢ A 9]. Logo,
[p A 9] é o infimo de [¢] e [¢].

Portanto, a partir dos passos 6, 7 e 8 verificamos que a estrutura
For/~ = (For/~, <, NFor/= yFor/=) ¢ reticulado.
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9° Passo: Vejamos que For/~ = (For/x~, <, NFor/= \/For/=) ¢ um reticulado
distributivo. Definimos:

(a) [] VEor/= [y] = [p V ¥)]
(b) [g] AFor/= [y] = [p A 3]
(c) —For/=[g] =[]

As definigoes (a) e (b) correspondem ao que mostramos no 7° Passo.

Utilizamos M e LU no lugar de nFor/~ o \For/~ regnectivamente.

L(nwhubl "= (e Aw)]uh] "= [(p Av) vy H=7
(v AV Z (v n)ITl@v)] ™2 (elub)n(Iuh)
]

2. ([¢] U ) M) = (i) N B U ([] 1 (] ¢ andlogo ao anterior
usando o Lema 1.2.2 (v).

10° Passo: Vejamos que For/~ = (For/x~, <, NFo*/= \/For/=) tem primeiro
elemento, a saber, a classe das contradicdes, isto é, [¢) A —].10

Para todo [¢] € For/~, sabemos que [{)A—1)] < [¢], pois pelo Lema 1.2.2
(t) temos que Fcp (¥ A —1)) — @. Portanto 0F°"/= a classe das con-
tradicoes, é o primeiro elemento da algebra For/~.

11° Passo: Vejamos que For/~ = (For/~, <, AFor/= vFor/=) tem dltimo
elemento, a saber, a classe das tautologias (teoremas), isto é, [1)\V—].1!

Para todo [¢] € For/~, sabemos que [p] < [-1)V1)], pois pelo Lema 1.2.2
(w) Fep @ — (m) Vo). Portanto 1¥07/= a classe das tautologias, é o
ultimo elemento da algebra For/~.

12° Passo: Vejamos que For/~ = (For/~, <, AFor/= \/For/=) ¢ complemen-
tado.
Pas.9(c)
=1

N Pas.9(a) as. ~
1. Fer/=[p]ufp ~plUfp] =T [ v ] T 1Fer/

~ Pas.9(b) as. ~
2. —For/=[,] M [y] =] M [p] B [ A ] TR oFor/>

3. Sabemos que o complemento é tnico, ver Lema 1.3.16.

Pas.9(c)
= |

13° Passo: A &lgebra For/~ pode ser vista como livremente gerada pelo
conjunto {[p;] : ¢ € N}, em que {po,p1,p2,...} é o conjunto das
varidveis proposicionais (cf. [RS68]).

1 ~ .~ ~ .
9 N&o devemos esquecer que todas as contradicdes sdo equivalentes.
' Nao devemos esquecer que todas as tautologias sdo equivalentes.



1. Algebrizar, no sentido de Concretizar 44

Em conseqiiéncia dos argumentos acima, concluimos que a estrutura
algébrica For/~ = (For/~, <, pFor/= \/For/~ _For/~ (For/s 1F°r/%) é uma
algebra de Boole. O

O significado deste resultado é bastante profundo: mostra que ha uma
estreita similaridade entre a légica proposicional e uma estrutura algébrica
simples e natural como as algebras de Boole. Por um lado, o teorema parte
da estrutura dedutiva de C'P e obtém uma algebra de Boole. Por outro
lado, a definicao de algebra de Boole como um reticulado distributivo com-
plementado, evidencia que uma &algebra de Boole segue as mesmas leis de
CP. Esta amarracao é neste caso apenas intuitiva, porque nao existe uma
definigao formal do que é ser algebrizavel na acepcao de Lindenbaum-Tarski.
Muito se tem feito para completar essa proposta, por exemplo, como no tra-
balho de Rasiowa e Sikorski mencionado acima. Seus resultados, embora
sejam elucidativos, sdo apenas parciais, j4 que nao apontam quais sdo 0s
elementos que eventualmente impediriam a algebrizacdo da légica. A pro-
posta de Blok e Pigozzi oferece uma defini¢ao rigorosa de algebrizacao, da
qual o método cléssico é visto como um caso particular, que permite apontar
quando uma légica nao é algebrizdvel e, portanto, ajuda a concluir de certa
forma a pesquisa nesse campo.

Os passos e os resultados que utilizamos evidenciam que existe uma
grande similaridade entre argumentar ou demonstrar na algebra e na légica,
um fendmeno que todo estudante de logica sente, mas que nao é imediato
verificar. O problema central da algebra da légica é entao investigar até
que ponto esta analogia entre algebra e légica pode ser seguida, e isto serd
estudado nos préximos capitulos.

Em seu tratado de 1854 (apud [Bur98]) G. Boole sonhava construir o
método da logica:

The design of the following treatise is to investigate the fundamental
laws of the mind by which reasoning is performed; to give expression to
them in the symbolical language of a calculus, and upon this foundation
to establish the science of logic and construct its method...

Apesar das criticas que se pode, com ou sem justiga, atribuir aos métodos
erraticos de Boole cf.[Bur98], (pp. 29 a 35), ndo podemos dizer que suas
intuigoes estavam erradas, uma vez que resultados como os famosos Teorema
da Representacao de Stone e a Dualidade de Stone (cf. [BS81]) mostram a
estreitissima relagao entre dlgebras de Boole (na l6gica), conjuntos e espacos
topoldgicos.
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1.5 O alcance do enfoque algébrico de Lindenbaum e Tarski

A partir do exposto, é natural agora esclarecer alguns exemplos adicionais
de logicas que sao e que nao sao Lindenbaum-Tarski algebrizaveis. Fazemos
essa abordagem de modo sucinto, apontando diretamente onde se encontram
os problemas para com a algebrizagao e as solucoes dadas a esses problemas.
O procedimento de algebrizacao de Lindenbaum e Tarski pode ser aplicado
para muitas légicas além da légica classica. Os seguintes exemplos se referem
as légicas algébrizdveis seguindo o mesmo processo do calculo proposicional
classico CP.

e A légica proposicional intuicionista é algebrizavel pelas algebras de
Heyting.

e As légicas proposicionais modais sao algebrizaveis pelas algebras cha-
madas algebras modais.

e A légica de primeira ordem é algebrizavel pelas algebras cilindricas.

e As légicas Polivalentes sao algebrizaveis pelas dlgebras n-valentes de
Lukasiewicz e pelas MV-algebras.

H4 ainda muitos outros exemplos de légicas algebrizaveis pelo método
cldssico, porém contra-exemplos sao bem mais dificeis de serem obtidos,
uma vez que nao existe um procedimento de falsificacao para esse método
de algebrizagao. Ha, sim, muitos exemplos de légicas cuja questao nao
foi decidida ainda. Nosso interesse foge desse escopo, pois nossa intencao
é propor um novo método de algebrizacao que seja capaz de prover uma
algebrizacao para légicas recalcitrantes com relagao & algebrizacao.

Mesmo nao havendo um método de falsificacao para a algebrizacao clas-
sica, Mortensen mostrou em [Mor80], que a logica paraconsistente C] nao
é algebrizével nessa acepcao, mostrando que nao ha maneira de separar as
formulas de C7 em classes de equivaléncia que nao seja a trivial. Mostrou
também que esse mesmo resultado pode ser estendido para toda a hierarquia
Ch. Vejamos, em linhas gerais, qual foi o argumento de Mortensen para o
caso de (1.

Seja ¥, = {7, —,V,A} a assinatura de Cj. As seguintes férmulas sao
definidas:

-a = fE (= PN B~ a)
- 0® € a(a A a).
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Axio
Ax1.
Ax2.
Ax3.
AxA4.
Ax5.
AX6.
AXT.
AxS.
Ax9.
Ax10
Ax11
Ax12
Ax13
Ax14

mas:

Fey o — (¥ — @)

Fey (9 = ¥) = (9 = (¥ — 0)) = (¢ —6))
Fey o= (¥ = (9 AY))

Fo (e AY) — @

Foy (e AY) — o

Fey o = (9 V)

Foy v — (e V)

Fey (9= 6) = (¥ = 6) — ((p Vip) —6))
Foy (@ V o)

ke (e — )

cFo ¢ = (o= ) = (0 = ) = —p))
cFoy (@7 AY%) = (e AY)°

ey (0P AY°) = (e Va)°

ey (PP AY°) = (o — )°

Regra: Modus Ponens

0, ©—P

Uma C-valoragao é uma funcao v :

(8

a, B € L temos:

1.

2.

3.

4.

Se v(a) = 0, entao v(—a) = 1;
Se v(——a) = 1, entao v(a) = 1;
Se v(5°) = v(a — B) =v(a — —f) =1, entdo v(a) =

v(a)=0ouv(B) =1 sse v(ia— f)=1;

1;

L — {0,1} tal que, para toda
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5. v(a) =v(B) =1 sse v(aAp)=1;
6. v(a) =1ouwv(f)=1 sse v(aVp)=1;
7. Se v(a®) =v(5°) =1, entao v((a A 5)°) =v((a — B)°) = 1;

Uma férmula a é verdadeira em uma valoracao v sse v(a) = 1. A
completude de C7 é obtida com relacao a semantica de valoragoes dada
acima, isto é: Dado I' U {a} um conjunto de férmulas, entdo I' ¢, «
sse para toda valoracao v, se v(y) = 1 para toda v € T', entao v(a) = 1.
Para detalhes da demonstragao recomendamos a Dissertacao de Mestrado de
E. Alves (cf. [Alv76]), o artigo original de da Costa e Alves (cf. [dCATT]), e
também o artigo de Loparié¢ e Alves (cf. [LA8O]) e a dissertagdo de mestrado
de J. Marcos (cf. [Mar99] p. 48).

O ponto crucial que impede a algebrizagao de C1, e que ja havia sido
detectado pelo préprio Newton da Costa em [dC66] é que a légica C é des-
provida da regra (SED), substituicdo por equivalentes demonstrdveis :

(SED) Se - a « 3, entdo - ¢y < ¢g), para toda cp[a]lz.
Observacao 1.5.1. (SED) nao é vélida em C

Demonstragao. Considere as seguintes férmulas em C :

- a = p1 A p2;
- B =p2 Ap1;
- Py = 7Y

Suponhamos que seja vélida a regra (SED). Nao é dificil verificar que
oy a < B, ouseja, F¢; (p1Ap2) < (p2Ap1). A partir de (SED) temos que:
Fey Pla) < @8], isto é, o, ma = =8 e portanto o, = (p1Ap2) < = (p2Ap1)-

Considere duas valoragdes v e v’ tais que v(p1) = v(p2) = 1, V/(p1) =
v'(p2) = 1, mas v(—«a) = 1 enquanto v'(=3) = 0, que existem por definigdo
(o que é possivel porque as C1—valoragdes nao sao vero-funcionais). Con-
seqlientemente ¥, -« < =3, o que é um absurdo. Logo (SED) nao pode
ser valida em (. ]

~

Seja For um conjunto de férmulas, = uma relagdo de equivaléncia e
For/~ uma &lgebra quociente satisfazendo as seguintes cldusulas:

1. 2 é uma relacao de equivaléncia;

2. Se a = f3, entao i) = (g, para toda @(y);

2 Denotamos ©la] @ toda férmula que contém o como sub-férmula.
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3. Sea™ el aentao - (.

Definicao 1.5.2. Seja £/~ uma &lgebra quociente satisfazendo as clausulas
(1)-(3) acima. Dizemos que For/~ é trivial sse para toda férmula o € For
temos que [a] = {a}, em que [a] é a classe de equivaléncia de «, ou, se para
toda férmula «, 5 € For temos que [a] = [§]. Caso contrério, dizemos que
For/~ é nao trivial.

O teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser encontrada no proprio
artigo mencionado acima, serve de alicerce para o argumento central.

Teorema 1.5.3. Se uma relagcdo de equivaléncia = satisfaz as cldusulas (2)
e (3), entao necessariamente satisfaz a sequinte condigdo: se o = 3, entdao
Fa— (.

Depois disso sao provados alguns lemas técnicos que recorrem as quase-
matrizes que dao uma semantica de valoragoes para (7 e permitem provar
um teorema de completude. Nao vamos citd-los aqui, uma vez que nao
exibimos a demonstracao desse resultado. O resultado central do artigo é o
seguinte:

Teorema 1.5.4. Nenhuma relacdo de equivaléncia para C1, satisfazendo as
condigoes (1), (2) e (3), determina uma dlgebra quociente nao-trivial.

Demonstracao. A demonstracao é feita por redugao ao absurdo, mostrando
que se a = 3, entdao o = f.

- Por um lado, se assumimos por hipétese que o = 3, entao usando a
condigao (2) e o Teorema 1.5.3 chega-se facilmente que - o « 3, b =
6, F(aVpr) < (BVp) etk ~(aVpr) < 2(BVp).

- Por outro lado, se assumirmos que a # 3, concluimos que ¥ —=(a V p1) <
—(B V p1), ou seja, uma contradi¢do. Esse resultado é obtido raciocinando-
se por meio das valoragoes de C juntamente com a aplicagdo de outros
resultados mais técnicos. O

O artigo finaliza mostrando que esse mesmo resultado pode ser estendido
para toda a hierarquia C),, dado que sao todos sub-sistemas de C'.

Com esse resultado Mortensen coloca um ponto final ao problema da
algebrizacao dos C),. Poderfamos precipitadamente concluir que as légicas
paraconsistentes sao desprovidas de conteiido matematico, pelo fato de nao
serem algebrizaveis, uma vez que outras légicas nao-classicas como a in-
tuicionista e a modal nao compartilham tal fragilidade. Porém, o préprio
Mortensen contorna esse problema mostrando em [Mor89] que se pode es-
tender C, a outra hierarquia de légicas paraconsistentes, estas algebrizaveis.
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Tais légicas sao conhecidas por Cy/(r41), para k > 0, sdo extensoes de Cf,
isto é, constituem as logicas C' /9, Cy/3, U3y, -+, compreendidas entre Cy e
C1. Portanto, o problema com a algebrizacao nao reside na légica paracon-
sistente, mas é apenas um problema pontual da hierarquia C,.

Outras extensoes algebrizaveis de C7 foram propostas por N. C. da Costa,
Jean-Yves Béziau e Otavio Bueno em [dCBB95], conhecidas por ClJr , que
em [CMO02] sao classificadas como a logica Cilo.

O préximo capitulo mostra como pode se estender a definicao de al-
gebrizacao de Tarski, permitindo finalmente decidir se um sistema é alge-
brizavel ou nao.



2. ALGEBRIZANDO: DE LINDENBAUM E TARSKI, A BLOK E
PIGOZZ1

Como vimos no capitulo anterior, o método de Lindenbaum-Tarski para
algebrizar légicas nao tem poder para expressar quando um sistema de-
dutivo nao pode ser algebrizavel, ou seja, o método nado incorpora uma
definigao verificivel de algebrizabilidade. Diante deste problema, W. J. Blok
e D. Pigozzi em [BP89] se propuseram a responder tal questao. Nesse livro,
eles definem precisamente quando um sistema dedutivo é algebrizavel, e com
isso torna-se possivel dizer se a nao algebrizabilidade é inerente ou nao ao
sistema dedutivo em questao. Esse novo método de algebrizacao, conhecido
por algebrizacao finitdria, e que também chamamos de algebrizacao Blok-
Pigozzi, é uma generalizacdo do método cldssico no sentido em que toda
légica que é Lindenbaum-Tarski algebrizavel também é Blok-Pigozzi alge-
brizavel. Usamos doravante a expressao “finitamente algebrizavel” como
sindnimo da expressao “Blok-Pigozzi algebrizavel”.

Tal como no método de algebrizacao classica, a definicao de algebrizacao,
proposta por Blok e Pigozzi, nao expressa as propriedades da quase-variedade
algébrica, aqui denotada por X, que algebriza o sistema dedutivo, mas ape-
nas garante sua existéncia. Extrair as propriedades da variedade algébrica, a
fim de tracar o “cédigo genético” do sistema dedutivo em questao, é a parte
ardua da algebrizacao de Blok e Pigozzi, tal como o é no método cléssico.
Vimos no Capitulo 1 que definir a dlgebra das férmulas para C'P a partir da
sua assinatura nao é tao dificil: a artimanha é mostrar que aquela algebra
satisfaz todas as propriedades das algebras de Boole. O Teorema 2.1.22
mostra como, a partir dos axiomas e regras do sistema dedutivo, se obtém
de maneira construtiva as equagoes que definem a quase-variedade algébrica,
permitindo um estudo mais aprofundado da mesma. Este tema nao é tratado
em detalhes pelos autores, e tampouco o serd nesta dissertagao.

Um resultado bastante relevante da teoria de algebrizacao de Blok e
Pigozzi, dado pelo Teorema 2.1.20, mostra que a quase-variedade algébrica
capaz de algebrizar um sistema, se existe, é inica. Outro resultado bastante
significativo que permite apontar a nao algebrizabilidade de uma légica é
dado pelo Teorema 2.1.24. Esse resultado ¢é crucial, pois é o ponto em que
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o método de algebrizagao de Blok e Pigozzi se distingue do classico, ja que
permite conhecer mais sobre a natureza algébrica do sistema dedutivo em
questao: se o sistema nao for algebrizavel na acepcao de Blok e Pigozzi,
também nao o serd na de Lidenbaum e Tarski. Saberemos entao que se
trata de um sistema logico excéntrico.

Conforme Blok e Pigozzi, uma classe K de dlgebras é uma semdantica
algébrica de um sistema dedutivo S se a relacao de conseqiiéncia g pode
ser interpretada em |=x por meio de uma traducdo equacional. K é uma
semantica algébrica equivalente de S se K é uma semantica algébrica para
S, e se existe uma tradugao reciproca de =x em Fs. Um sistema dedutivo
é dito algebrizdvel se tem uma semantica algébrica equivalente.

A idéia da tradugao entre a relacao de conseqiiéncia sintatica e a relagao
de conseqiiéncia equacional, a qual é referida acima, é a mesma que a de
tradugao entre ldgicas, tratada em [dSDS99|, [Fei97], [CC02]. Na légica
a traducdo é uma operagao que leva um operador de conseqiiéncia (que
relaciona um conjunto de férmulas com uma férmula de um sistema) a outro
operador de conseqiiéncia (que também relaciona um conjunto de férmulas
com uma férmula). Aqui a tradugdo é uma operacao que leva um operador
que relaciona um conjunto de férmulas com uma férmula, para um operador
de conseqiiéncia que relaciona um conjunto de equacoes com uma equagcao.

E interessante notar que um mesmo sistema dedutivo pode ter muitas
semanticas algébricas, e todas essas seméanticas provéem um teorema de
completude algébrico para esse sistema, porém tais semanticas nao refletem
as propriedades meta-légicas desse sistema, conforme argumentam W. Blok
e Jordi Rebagliato em [BR03]. Para que um sistema seja algebrizdvel a
variedade algébrica tera que resgatar o critério basico da algebrizacao, ou
seja, o conceito de congruéncia, que é uma meta-propriedade do sistema
dedutivo. A proposta é que o conceito de congruéncia tenha que representar,
de alguma forma, o conceito de seméantica do sistema dedutivo. Espera-se
que o sistema dedutivo que se pretende algebrizar seja correto e completo,
portanto se o conceito de congruéncia coincidir com o modelo do sistema,
este é algebrizédvel.

O modelo é expresso pela nocao dos S-filtros, e o conceito de congruéncias
pelo de K-congruéncias compativeis com os S-filtros. Para tanto define-se
uma relagao entre os S-filtros e as K-congruéncias compativeis e mostra-se
que se existir um isomorfismo entre o reticulado dos S-filtros e o reticulado
das K-congruéncias compativeis, entao o sistema é algebrizavel.

A generalizacao da nocao de “esquema de féormulas equivalentes” do sis-
tema dedutivo, utilizado no método cléssico de algebrizagao para separar as
classes de equivaléncia, é substituido por um conjunto finito de férmulas em
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duas varidveis, denotado por A(yp,v). A generalizagao da nogao abstraida
de igualdade ocorre similarmente, utilizando o conceito de equagoes definido-
ras, que constitui um conjunto finito de equagoes formadas por férmulas em
uma variavel, denotadas por €;(p;) ~ d;(p;). O fato desses conjuntos serem
finitos explica a denominacao de algebrizacao finitéria.

A validade das formulas de um sistema dedutivo S é testada na classe KC
de algebras por meio das equagoes definidoras, respeitando-se a seguinte for-
mulacao, que nada mais é, como ja dissemos, que um teorema de completude
cujo modelo é uma classe de algebras:

I'kg @ sse {ei(yi) = 0i(vi) : v € T} =i e(p) = ()

Um problema deixado em aberto em [BP89] é se existe um sistema dedu-
tivo que nao verifica a Definicao 2.1.16. Para solucionar esse problema, Blok
e Rebagliato em [BRO3] estabelecem condigoes necessarias para a existéncia
de uma semantica algébrica, e exibem exemplos de sistemas dedutivos que
nao possuem semantica algébrica.

O Teorema 2.1.23, muito 1til para testar a algebrizabilidade de um sis-
tema dedutivo, trabalha com o conceito de conjunto de formulas de equiva-
léncia em duas variaveis e de equagoes definidoras. Chamamos conjunto de
algebrizadores o conjunto (A(p, 1), (e(a),d(a))) que é capaz de algebrizar
um sistema dedutivo §. No caso da algebrizagao cléssica, o conjunto de
algebrizadores é sempre o mesmo, a saber:

Alp, ) = {p = ¢}
e(a) = a;
d(a)=T.

No caso do calculo proposicional classico C'P a algebrizagao finitaria é
imediata, uma vez que o conjunto de algebrizadores é muito natural, mas
isso nao implica que essa nova técnica de algebrizacao seja facilmente obtida.
Nao existe um método para especificar o conjunto de algebrizadores para um
determinado sistema. Como, no caso cldssico, o conjunto de algebrizadores
é sempre o mesmo, entao fica explicado o porqué de ser tao dificil, para um
sistema dedutivo, obter o status de ser classicamente algebrizavel.

A generalizagao do método clédssico permite que o conjunto A(p, ), ao
invés de ser unitario, seja apenas finito. Com isso é possivel expressar a
nogao de férmula de equivaléncia sem necessariamente ter como simbolo
definido o conectivo bi-implicacional. O ganho é permitir que alguns sis-
temas légicos atipicos sejam algebrizdveis, por exemplo algumas logicas
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modais e até mesmo algumas légicas paraconsistentes, como é o caso de
P! de A. M. Sette.

Algumas propriedades da quase-variedade algébrica podem ser trans-
feridas para o sistema dedutivo por meio da algebrizagao, como por exem-
plo se a quase-variedade algébrica goza das propriedades de amalgamacao,
entao o sistema dedutivo satisfaz as propriedades de interpolacdo de Craig
e vice-versa, conforme mostra o Teorema 3.12 do artigo de Font, Jansana
e D. Pigozzi em [FJP03], assim como outras. Para mais sobre este tépico
indicamos também o artigo [BP].

Nosso interesse consiste apenas em exibir a tecnologia do método para
algebrizar 1égicas. Neste capitulo expomos um resumo da teoria de alge-
brizagao de Blok e Pigozzi, seguindo de perto as defini¢bes e teoremas de
[BP89]. Para destacar, de forma didatica, como a algebrizagao Blok-Pigozzi
generaliza o método classico, mostramos na Secao 2.2 como a classe das
algebras de Boole pode ser vista como uma semantica algébrica equivalente
para C'P (cf. [BP]). Ilustramos também que um mesmo sistema dedutivo
pode ter mais de uma semantica algébrica (nao equivalente). Exemplifi-
camos esse fato, mostrando que tanto a classe das algebras de Heyting como
a classe das algebras de Boole formando uma seméantica algébrica (nao equi-
valente) para o calculo proposicional classico C'P, seguindo a proposta de
Blok e Rebagliato em [BRO3].

Mostramos a algebrizacio da légica paraconsistente P!, detalhando as
demonstracoes de [LMS90], e da légica paracompleta I' seguindo [SC95].
Para finalizar o capitulo mostramos alguns exemplos de légicas para as quais
o método Blok-Pigozzi nao se aplica e detalhamos a demonstracao do re-
sultado obtido por Lewin et alia (cf. [LMS91]), que mostra que a légica
paraconsistente C nao é algebrizavel e estendemos este resultado para toda
a hierarquia C,, de da Costa.

2.1 O conceito de algebrizacao de Blok e Pigozzi

Para analisarmos um sistema dedutivo, em particular, primeiramente deve-
mos estudar as propriedades que o operador de conseqiiéncia desse sistema
satisfaz. Nosso interesse é tratar de sistemas dedutivos cujo operador de
conseqiiéncia seja reflexivo, monotonico, transitivo, finitario e estrutural. A
proposta de Blok e Pigozzi para algebrizar logicas também é direcionada
para tais sistemas, o que é muito natural, uma vez que a maioria dos sis-
temas dedutivos satisfaz essas propriedades.

O objetivo da algebrizacao é aproximar, tanto quanto possivel, o opera-
dor de conseqiiéncia equacional =y de uma classe de dlgebras, do operador
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de conseqiiéncia Fg do sistema dedutivo, até que estes possam ser inter-
tradutiveis. Como propusemos na Introdugao, isso é o que permite uma
concretizagao matematica da nocao de derivabilidade. Para ilustrar como se
obtém a algebrizacao finitaria mostramos o porqué de se trabalhar com as
quase-variedades algébricas, para entao apresentarmos os resultados que sao
utilizados na prética para se algebrizar os sistemas dedutivos. As definigoes
mais usuais serao relegadas ao corpo do texto; as mais relevantes merecerao
destaque e serdo numeradas. Muitos dos conceitos listados abaixo ja foram
citados de alguma forma, mas para uniformidade os definimos explicita e
formalmente.

Seja ¥ uma assinatura proposicional e V = {p1,--- ,pp, - - } um conjunto
de varidveis proposicionais. Em um contexto algébrico os elementos de 3 sao
chamados de operacoes fundamentais. O conjunto das féormulas, denotado
por For, é construido a partir da assinatura > sobre o conjunto V, da mesma
forma que no Capitulo 1. A partir de agora nos referimos aos sistemas
dedutivos de forma mais geral, indicando, ao invés do conjunto das férmulas,
o conjunto dos conectivos que formam as fémulas.

Um sistema dedutivo é um par S = (X, Fs), em que g é uma relagao de
conseqliéncia em Flor, que verifica as condigoes (Conl)-(Con5) do Capitulo 1.

Seja o : V — For uma funcao. Uma substitui¢do é um endomorfismo
o : For — For, isto é, a(¢[p1,--+ ,pn]) = (¢[lo(p1), -+ ,0(pn)]), em que
(p1,- -+ ,pn) S80 as varidveis que ocorrem em .

Uma regra de inferéncia é um par (I, ¢), em que I' é um conjunto finito
de férmulas, que chamamos de premissas da regra, e ¢ é uma férmula,
chamada de conclusao. Um azioma é uma regra de inferéncia cujo conjunto
I' de premissas é vazio, isto é, (&, ¢).

Definicao 2.1.1. Uma dedug¢do de ¢ a partir de um conjunto I' de formulas,
denotado por I' ks ¢, é uma seqiiéncia finita de férmulas g . .. v,—1 tal que
Yn—1 = @ e, para todo ¢ < n, uma das seguintes condigoes ¢é valida:

(i) vi € T;
(ii) existe um axioma (&,1) e uma substituicao o tal que v; = o(¥);
(iii) existe uma regra (A, 1) e uma substituigdo o tal que v, = o(¥) e

o(8) C {14 < i}.

Nota 2.1.2. Note que a partir da Definicao 2.1.1 pode-se demonstrar uma
cldusula adicional da relacao de conseqiiéncia, a saber:

e Sel'Fype AT entdo A ¢, em que A F I'" sse A - ~, para todo
yerl

! Em [BP89], Blok e Pigozzi assumem esta cldusula como bésica.
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De fato, se I' I ¢, existe uma demonstracao v1,...,7v, = ¢. Como A T,
entao podemos substituir cada v; € I' pela sua demonstracao a partir de
A, obtendo uma demonstracao de ¢ a partir de A. Veja no Apéndice a
demonstracao de “(Con3) implica (Con3’)” que mostra esse fato.

As definigoes seguintes dizem respeito a classe de dlgebras. Seguimos na
mesma linha das definigoes acima, objetivando evidenciar o paralelo exis-
tente entre as defini¢oes do sistema dedutivo S, acima, e da quase-variedade
algébrica IC, culminando na caracterizacao do operador de conseqiiéncia
equacional |=x com o operador de consequéncia sintatico Fg.

Entendemos por X-dlgebra a estrutura o/ = (A,w?), em que A é um
conjunto nao vazio, chamado de universo de o/ e w” é uma operacio em
A, de aridade n, induzida pelo conectivo n-ario w da assinatura X.

Uma Y-matriz é um par 4 = (o, D), em que & é uma X-dlgebra e
D = {a € A: a tem valor distinguido}.

Definicao 2.1.3. Definimos uma interpreta¢ao ou denota¢ao de uma férmula
¢ na Y-dlgebra o = (A,w?), indicada por [¢].s, como segue:

1. Se ¢ é uma varidvel, entao:

[e]r € 4
2. Se ¢ é uma férmula do tipo w(pg, -+ ,¥n—1), entao:
[w(wo, -+ en-1D]e = W’ ([oles- -+ [Pn-1]w), em que w” é uma

operacgao n-aria.

Definicao 2.1.4. Uma férmula ¢ é vdlida em uma X-matriz M = (o, D)
sse [¢] € D, para tal interpretagao [¢] .-

Definicao 2.1.5. Seja S um sistema dedutivo e .# = (<7, D) uma matriz.
A é chamada de matriz modelo se:

I' s ¢ implica [I'y F.# [¢]lwo, para toda interpretacdo em <7, onde
Mo E.# [¢]o denota o seguinte: se [y] € D, para toda v € I', entdo
[¢le € D, para todo I' U {¢} férmulas de S.

Definicao 2.1.6. Um subconjunto F' de A é chamado um S-filtro se A4 =
(o7, F) é matriz modelo de S.

Observagao 2.1.7. F' é um S-filtro sse F' contém todas as interpretagoes
dos axiomas légicos de S e é fechado para cada regra de inferérencia. Note
que o conjunto dos valores distinguidos da matriz modelo estd contido em
F,istoé, D C F.
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Definicao 2.1.8. Seja 9 uma classe de matrizes e |=9n a relagdo de con-
seqiiéncia em 9. Dizemos que ¢ é conseqiéncia semantica de I' na classe
das matrizes se:

I' =on ¢ sse [ =z (€], sse [¢la € D; sempre que [v;]; € D;, onde
M), = {[vjle : v € T}, para toda #; € M.

Definicao 2.1.9. Seja S = (¥,Fs) um sistema dedutivo e 9T uma classe
de Y-matrizes. 9 é chamada uma semantica matricial de S se, para todo
I'U{p} férmulas de S, ' Fs ¢ sse I' [=an .

As seguintes defini¢oes e teoremas sdo tteis para mostrar quando um
sistema dedutivo nao é algebrizavel.

Definicao 2.1.10. Seja &/ uma algebra qualquer. Para cada filtro F, a
relagao de Leibniz Q. (F'), também chamada de operador de Leibniz, é uma
relagdo bindria sobre o dominio A da &dlgebra, definida por:

Nw(F) = {{(a,b) : [¢]a(a,co---,cp—1) € F sse [¢]e(b,co, - ,ck-1) € F,
para toda férmula ¢(p,qo--- ,qr—1) de S e todo ¢, - cp_1 € A}.

Definicao 2.1.11. Uma relacao de equivaléncia © sobre a dlgebra o é
chamada uma congruéncia, se para toda X-férmula ¢(pg,- - ,pn—1) temos:
<[[g0]]@7(a07 T 7a'rl—1>7 [[(p]]ﬂ{(b(b T 7bn—1)> € O sempre que <ai7 bz) € O, para
todo i < n.

Definicao 2.1.12. Uma congruéncia © é chamada de congruéncia com-
pativel com um subconjunto F' da dlgebra o/ quando:
a € Fe(ab) €O implica b€ F.

Teorema 2.1.13. Para qualquer dlgebra o e qualquer filtro F C A, Q4/(F)
€ a maior congruéncia de &/ compativel com F.

Demonstragdo. Conferir em [BP89] p. 11. O

Seja ¥ uma assinatura proposicional. Uma Y-equa¢do ¢ = 1 é uma
expressao formal em que ¢, sao férmulas de S. Chamamos de FEgs o
conjunto de todas as Y-equacgoes.

Temos dois niveis diferentes de equagbes: na algebra e na classe de
algebras. Para deixar claro em que contexto estamos trabalhando, uti-
lizamos um simbolo para cada contexto; o simbolo “=" relaciona termos da
algebra e neste contexto expressa o fato que um mesmo objeto tem nomes

distintos. O sfmbolo “~” relaciona férmulas na classe de dlgebras 2.

2 Este depende da interpretacio dos elementos da classe. Este é um caso particular da
nocdo de classe de modelos validar uma sentenga ¢, a saber: Mod(yp) = {2 : A = ¢}.
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Definicao 2.1.14. Sejam @, férmulas de S e pg, - - - , pn—1 as varidveis que
ocorrem em ¢ e Y. Uma Y-equagdo ¢ = ¢ é vdlida em uma Y-algebra se
a identidade é mantida para toda interpretacao de ¢ ~ 1 em &7, isto é, ao
substituir as varidveis das férmulas por termos ag, - ,a,—1 da algebra o

temos que [ = [V]w-

Com o intuito de nao carregar a notagao, deixamos de explicitar as
variaveis que ocorrem nas formulas e os termos da algebra utilizados para
interpretar uma equacao. Para expressar este processo utilizamos a notacgao
da Definigao 2.1.14 acima, a saber, [¢] s = [¢]-

Definigao 2.1.15. Seja K uma classe qualquer de -algebras e = a relagao
de conseqiiéncia equacional em K. Dizemos que ¢ = 1) é K-conseqiiéncia
do conjunto de equagdes I', denotada por I' =k ¢ ~ 9, quando para toda
;€ K, se [nN];, = [v]w para toda equacaon ~ v € I', entao [¢]o = [¢] -

Uma equagao ¢ ~ 1 é uma identidade da dlgebra o/ se =, ¢ ~ 1.
Similarmente uma quase-equacgao 19 = g A ... ANy = ¥, — @ = Y é uma
quase-identidade da dlgebra o se ng =~ 0o, ..., M = Uy Eo @ =),

A classe das dlgebras que satisfazem um dado conjunto de equagdes (res-
pectivamente, de quase-equagoes) é chamada de variedade (respectivamente,
quase-variedade). Uma variedade (respectivamente, quase-variedade) é tri-
vial se contém apenas uma algebra como elemento. A nogao de variedade
de algebras é um caso particular de classe de algebras, pois é uma classe
restrita pelas equagoes que devem ser verificadas.

Definicao 2.1.16. Seja S = (X, Fs) um sistema dedutivo e £ uma classe
de algebras. K é chamada uma semantica algébrica para S se g pode ser
interpretada em |=x do seguinte modo: existe um sistema finito 0;(p) ~
€;(p), para i < n, de equagdes com uma variavel p tal que, para todo I'U{¢}
formulas de S e para cada j < n,

(i) T'ks @ sse {di[v/p] = eily/pl - i <n,v €T} =k d5lp/p] = €5lp/p]-
di(p) =~ €i(p), para i < n, sdo chamadas equacdes definidoras para S e K.

Lema 2.1.17. Se K é uma semantica algébrica para um sistema dedutivo
S, também o é a quase-variedade K9 gerada por K.

Demonstragao. Conferir em [BP89], p. 14. O

Teorema 2.1.18. Seja S uwm sistema dedutivo, K uma quase-variedade, e
0i(p) =~ €(p) um sistema de equagdes definidoras. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes:
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(i) K é uma semantica algébrica de S, com equagoes §;(p) = €;(p).

(i) A classe M = {M = (o, F%%) : of € K e FO%¢ = [§;(p) = €i(p)] s} €
uma semantica matricial para S.

Demonstragdo. Conferir em [BP89], p. 15. O

Definigao 2.1.19. Seja & um sistema dedutivo e K uma classe de algebras.
K é uma semantica algébrica equivalente para S se g pode ser interpretada
em [=x do seguinte modo: existe um sistema finito d;(p) =~ €;(p), ¢ < n de
equagoes definidoras em uma varidvel p, tal que para todo I' U {¢} C Forg
e para cada j < n, temos:

(a) T'Fs o <= {di[v/p] = eily/pl - i <n,y €T} =k d50/p] = €;l0/pl;

(b) Se existe um sistema finito A(p, q), para j < m, de féormulas em duas
varidveis (formadas por conectivos bindrios derivados) tal que para
toda equagao p =~ v,

o~y =K 0(pAy) ~ e(pAy)

Teorema 2.1.20. Seja S um sistema dedutivo algebrizdvel, e K e K' duas
semdnticas algébricas equivalentes para S. Entio K9 = IC’Q, isto €, K e K’
geram a mesma quase-variedade.

Seja A e § = € formulas de equivaléncia e equacgdes definidoras para IC,
e similarmente A" e &' ~ €' para K'. Entio A s A" e d m e Jfx & ~ €.

Demonstragdo. Conferir em [BP89] p. 23. O

Defini¢ao 2.1.21. Um sistema dedutivo S = (X,Fg) é finitamente alge-
brizdvel se S tem uma semantica algébrica equivalente.

Teorema 2.1.22. Seja S um sistema dedutivo dado por um conjunto de
axiomas e regras de inferéncia RI. Assuma que S € algebrizdavel com férmulas
de equivaléncia A e equagdes 6 = €. Entao a unica quase-variedade semantica
para S € axiomatizada pelas identidades:

(i) d(¢) =~ e(p) para cada ¢ € Aux.

(ii) d(pAp) =~ e(pAp) junto com as sequintes quase-identidades:

(ifi) 6(ebo) ~ €(tho) A ... A 6(thn 1) ~ e(thn_1) = 8(p) ~ €(g) para cada
<A{%o0,...,¥n-1}, >€ RIL
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(iv) 6(pAq) ~ e(pAg) = p~q
Demonstragdo. Conferir em [BP89] p. 24-25. O
Existe uma versao sintatica da nocao de algebrizabilidade de Blok-Pigozzi.

Teorema 2.1.23. Um sistema dedutivo S € algebrizdvel sse existe um sis-
tema A finito de férmulas em duas varidveis e um sistema § =~ € de equacoes
em uma varidvel tal que as seguintes condicdes sejam wvdlidas para toda
p, W, A formulas de S.

(i) Fs pAp;
(ii) Ay ks pAp;
(i) @AY, AN Fs @AN;

(iv) Para todo conectivo n-drio w e toda @, - . ., ©n—1,00, - - -, Un—1 formulas
de § temos:

¢0A¢07 ERK} QpnflAwnfl l_S W(@Oa sy SOnfl)AW(’l/)O, s ﬂl)nfl);

(v) Para toda ¢ € Fors, temos
p s d(p)Ac(p).
Demonstragao. Conferir em [BP89] p. 39-40. O

Lembramos que ' - A abrevia o seguinte: ' - §, para todo § € A.

Teorema 2.1.24. Seja § um sistema dedutivo e K uma quase-variedade. S
€ algebrizdvel com semantica algébrica equivalente IC sse para toda dlgebra of
o operador de Leibniz Q. € um isomorfismo entre o reticulado dos S-filtros
e o reticulado das K-congruéncias.

Demonstragao. Conferir em [BP89] p. 43. O

Definicao 2.1.25. Sejam S = (X,Fs) e 8’ = (¥, Fg/) dois sistemas dedu-
tivos. Dizemos que S’ é uma extensdo de S se:

1. ¥ =13
2. SeI'ks ¢, entao I' kg ¢ para toda I' U {p} férmulas de S.
Nesse caso S é chamado de subsistema de S'.

Corolario 2.1.26. Qualquer extensao de um sistema dedutivo algebrizdvel
€ algebrizavel com o mesmo conjunto de algebrizadores.

Demonstragao. Conferir em [BP89] p. 41. O
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2.2 (Generalizando as idéias de Lindenbaum e Tarski

A classe das dlgebras de Boole, como mencionado no Capitulo 1, é uma
variedade algébrica muito bem estudada, cujas origens histéricas remontam
a George Boole. Uma &lgebra de Boole de particular interesse é a algebra
2 = ({0%,12}, —2,v2 A% -2 02,12), em que os operadores sdao definidos
como nas tabelas-verdade usuais.

Como mostramos no Capitulo 1, o processo de Lindenbaum-Tarski per-
mite associar algebras de Boole ao cédlculo proposicional classico CP. Faze-
mos aqui uma retomada do que fizemos nos detalhes matematicos do Capi-
tulo 1, mas de forma a enfatizar as intuicGes béasicas de Blok e Pigozzi ao
propor a definicao de seméantica algébrica e semantica algébrica equivalente.

Seja 7 uma teoria de C'P, definimos a relacao bindria &4 sobre formulas
como:

p=rsse Thop Y <@

E imediato que a relacao = é de equivaléncia, como ja mostramos. Mais
ainda, ¢ é uma relagao de congruéncia. Como vimos, a algebra quociente
For/~,, cujos elementos sao as classes de equivaléncia de férmulas, é uma
algebra de Boole.

E um fato bastante conhecido que toda algebra de Boole enumeravel é
isomorfa a alguma algebra For/~_, para alguma teoria 7 (veja [BP], p. 10,
para uma demostracao rapida e instrutiva).

Sabemos que para toda férmula ¢, Fop ¢ < (¢ < T), em que T é equi-
valente a uma tautologia qualquer. Podemos assumir que T é uma constante
na nossa linguagem proposicional, isto é, uma férmula atomica distinguida.
Portanto, Fop ¢ sse Fop ¢ < T sse T Fop ¢ < T sse ¢ =4 T, para
toda teoria 7T sse goFor/%ff — 1For~; para toda dlgebra de férmulas For/~,.
Mostramos particularmente o seguinte:

(Teorema da Completude Fraca)

Fep ¢ sse [Eap ¢ =~ T, para toda algebra de Boole AB. Isto decorre
do fato de que o resultado foi mostrado para a algebra de Boole 2, que gera
a variedade das algebras de Boole.

J& que, como vimos, toda &dlgebra de Boole é isomorfa a alguma &algebra
For/~,, o teorema de completude forte pode ser enunciado como uma ex-
tensao deste:
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(Teorema da Completude Forte)

'kepg sse ' Thepp— T,emquel’ & T ={y— T:yel}.
mas isto equivale a:
I'op ¢ sse I~ 148 l:ABcp;wlAB.

Este resultado formaliza o fato de o aparato dedutivo de C'P ser repre-
sentavel fielmente dentro do formalismo de derivagao de equagdes (16gica
equacional) das dlgebras de Boole. E nesse sentido entdo que as algebras de
Boole constituem uma semadantica algébrica para C'P.

Um sistema dedutivo pode ter véarias seméanticas algébricas (ndo equi-
valentes), e pode nao ter qualquer semantica algébrica equivalente. Um
caso interessante ocorre com a variedade das dlgebras de Heyting AH e das
algebras de Boole AB. Ambas constituem seméanticas algébricas (nao equi-
valentes) para C'P. De fato, sabe-se pela conhecida tradugao de Glivenko,
1929 (cf. [Eps00] p. 290) entre o calculo proposicional classico CP e o
célculo proposicional intuicionista CPI que:

Lkop ¢ sse ==l Fopr =

Segue dai que, considerando a equagao ——p == 1, temos:
Chepp sse {-—y=1:v€el} Fag —p=1.

No caso de CP, vale também um teorema inverso, que mostra que a
l6gica equacional é fielmente refletida dentro do aparato dedutivo de C'P.

(Completude Inversa)
Sejam {4, :i € I} C For e 79,71 € For, entdo:

{Yo = vii €I} Fapyo~msse (Y < Yii€l}epoom

Quando vale esta dualidade completa entre uma légica e uma varie-
dade algébrica, como no presente caso entre CP e AB, temos entao uma
semantica algébrica equivalente (conceito que sé foi possivel ser elucidado
apos a definigao de Blok e Pigozzi.

No caso abstrato, o método de Blok-Pigozzi generaliza a nocao de equi-
valéncia dedutiva entre duas férmulas por um esquema A em duas varidveis
que satisfaz uma “relacao de equivaléncia conjuntista”, uma “congruéncia”
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e o “teorema de completude inversa”, tudo isso de forma abstrata para um
sistema l6gico &, como esclarece o Teorema 2.1.23.

Dessa forma, fica claro como o método de Blok-Pigozzi generaliza o pro-
cessso de Lindenbaum-Tarski.

Como uma simples ilustragao de como se aplica o Teorema 2.1.23 para
verificar quando um sistema dedutivo é algebrizdvel (versao sintatica), faze-
mos a algebrizacao da légica proposicional classica, levando em conta que o
conjunto de algebrizadores é sempre o mesmo, a saber, ({¢ < ¥}, (p, T)).
Vejamos:

Demonstragdo. A verificacao das cldusulas (i)-(iv) é idéntica & dos Passos 3
e 4 do Teorema 1.4.1.

(v) ¢ "cp d(p)Ac(yp)
Basta verificar que ¢ "Fop p < T:

(=)

L. Fepy [ Hip |

2. Fepyp = (T —9) [ Ax1]

3. Fep T — o [MPem1le2]

4 Fep T —=(p—T) [ Ax1]

5. Fepo— T [ MP em 4, pois Fep T |
6. Fepp e T [ Defo, em3eb |

(«<=) Segue facilmente por Modus Ponens, uma vez que toda tautologia
é teorema de C'P. O

Com base nessa mesma tecnologia, a préoxima Secao tem duplo propésito:
apresentar a algebrizacio da légica paraconsistente P!, também classificada
como Civw em [CMO02], a fim de ilustrar o funcionamento desse novo método
de algebrizacao e também de ressaltar que as logicas paraconsistentes nao
sao necessariamente desprovidas de algebrizagao finitaria.

2.3 Algebrizando légicas trivalentes

Nesta secio estudamos o sistema dedutivo trivalente P! = (3, F-p1), pro-
posto por Antonio Mdrio Sette em [Set73]. Mostramos aqui uma alge-
brizacao desse sistema dedutivo que difere ligeiramente daquela mostrada
em [LMS90]. Incluimos detalhes das demonstragoes para elucidar o método
de algebrizacao finitaria no caso de uma logica trivalente. A seguir, apresen-
tamos também um esbogo da algebrizagao da légica paracompleta (ou fra-
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camente intuicionista) I'. Veremos que, embora esta légica reflita um ponto
de vista diametralmente oposto ao de P!, a tarefa de algebrizé-la é muito
facilitada em razao de seu carater dual ao de P': de fato, a algebrizacio
é matematicamente andloga & de P!, utilizando até o mesmo conjunto de
algebrizadores (isto é, formalmente os mesmos §, € e A). Na verdade, ha
um ponto ainda mais surpreendente: como veremos no Capitulo 4, a quase-
variedade que algebriza P! e I' é a mesma, mas isso poderd ser melhor
apreciado mais adiante.

2.3.1 A légica trivalente paraconsistente P!

Em [LMS90], os autores, seguindo o artigo original de A. M. Sette em [Set73],
trabalham com um axioma a mais, a saber, Fp1 = (¢ — =) — . Este
axioma, porém, pode ser demonstrado a partir dos demais (cf. [Can92));
para uma demonstracao detalhada da irrelevancia deste axioma, que entao
passa a ser um teorema do sistema, ver [Mar99] p.183.

Axiomas (Ax)

P Fpio— (1 — o)
P2 Fpi(p— (= A) = ((p = ¥) = (¢ = V)
P13, Fpu (= —¢) = ((mp = =) — )
Pl Fpi (p = ¢) — ==(p — 9)

Regra Modus Ponens (MP)

o, p—oY
(0

Simbolos Definimos os outros conectivos

def

NP =(((p =) = p) = (=) =) = =(p — )
PV E (9 — —mp) = (mp — 1)
oo = (o= ) A — )

e P! ¢ uma légica paraconsistente, pois (¢ A =) nio é uma contradicio
explosiva em geral;

e P! ¢émaximal, uma vez que se ¢ é uma tautologia cldssica nao demons-
travel em P!, entdo o acréscimo de ¢ em P! gera o célculo proposi-
cional classico C'P.
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Dizemos que uma férmula ¢ é regular se Fp1 (p — ——¢). Todas as
férmulas nao atomicas sao regulares e a classe de todas as férmulas nao
atomicas comportam-se como em CP.

Proposicao 2.3.1. Para toda formula ¢, Fp1 p — .
Demonstragdo. Confira Lema 1.2.2 (a). O

Proposicao 2.3.2. Se I' é um conjunto de formulas e @, ¢ sdo duas
formulas tais que U, p1 ¢, entdo I' Fp1 ¢ — ).

Demonstragdo. Consequéncia dos axiomas P'1 e P12. O

Corolario 2.3.3. Para toda ¢, ¥ e A vale:
(a) Se Fprpo—1 e Fpih— Xentio Fpr o — A
0) = (P —=A),¢PFpro—A
Demonstragdo. (a) Confira Lema 1.2.2 (c).
(b) Aplicagao direta do Lema 1.2.2 (d) e Modus Ponens. O

Proposicao 2.3.4. As sequintes formulas sao teoremas de P'.
(@) Fpi(p— @) = (~p = (¢ =)

() Fpi(p— ) = (¢ = =p) = (¢ — V)
(¢) Fpr (¥ —==9) = (g =) = (= — =p))
(d) Fpr (Y= =9) = (9= (7Y = =(p = ¥)))
(e) Fpr (¥ —==9) = (¢ =) = (- — ¥) — )

Demonstragdao. Conferir em [Mar99] p. 184-187. O

A completude de P! se obtém por meio das seguintes matrizes triva-
lentes 4 = ({1,%,,0},{1,%5}), onde 1 e Y/, sao valores distinguidos.

— |1 1/2 0 -
111|110 110
Y211 110 V1
01111 0|1

A seguir fazemos a algebrizacio de P! seguindo de perto o artigo de
[LMS90]. Tomamos o cuidado em detalhar as demonstragoes, a fim de se
obter uma algebrizacdo construtiva, uma vez que P! tem também uma com-
pletude construtiva. Em outra palavras, é interessante, quando possivel,
oferecer a algebrizacdo de uma légica a altura da sua completude (enten-
dendo obviamente que ter um procedimento construtivo é melhor do que ter
um nao construtivo).
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2.3.2 A algebrizacao de P!
Teorema 2.3.5. A ldgica P' é Blok-Pigozzi algebrizdvel.

Demonstragao. Tome:

5(@) E (p—p) =

() = (p— o)

A1) E (o — 1))

A2 = (Y — @)

Az = (mp — )
 (

de:

PAyh = (p — —p)

Devemos mostrar que d,¢ e A satisfazem as condic¢oes (i)-(v) do Teore-
ma 2.1.23.

(i) Fp1 ©Ajp, com 1 <i <4, o que é imediato pela proposicao 2.3.1.

(ii) pAY Fp1 pAp. Devemos lembrar que At denota um conjunto de
féormulas em duas varidveis, no nosso caso @AY = {pA;1p : 1 < i <
4}, daf é facil ver que pAY e Ay determinam o mesmo conjunto,
bastando notar que A1 = Y Asp e pAgth = YA1p e pAzth = YV Asp
e pAgY = PAgep.

(iii) @AY, AN Fp1 p AN é obtido a partir do coroléario 2.3.3 (a).
(iv) Devemos provar:

(a) AP Fp1 2pAp.

(b) woltho, p1AY1 Fp1 (o — ©1)A(ho — 21).

(a) Note que pAY = {pA1) : 1 <i <4}, ou seja:
PAY ={(p =), (¥ = ¢), (7 = ~), (¢ — —p)}.

Com base na Nota 2.1.2 deve-se mostrar que:
eAY Ep1 {(mp — ), (¢ = —¢), (- — 2 ), (- — )}

1. @AY Fp1 (g — ), pois Fp1 é reflexivo.

2. oAY Fp1 () — =), pois Fp1 é reflexivo.

3. Dado que —p e =) sao regulares e que (—1) — =) € A1), entdo
pela Proposicao 2.3.4 (c) e o fato de Fp1 ser monotonico temos
que A Fp1 (7 — ~).

4. pA Fp1 (- — =), raciocinio andlogo ao anterior.
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Portanto, de (1.)—(4.) temos que @A Fp1 ~pA—).
(b) Se oAy, p1 A1)y, entao pela Defini¢ao do A temos que:

L. Fp1 o — 2o [ woA1vo |
2. Fp1 9o — o [ ooty |
3. Fpr 7o — o [ o3t |
4. Fp1 =hg — =g [ woAsto |
5. Fp1p1— [ p1A171 ]
6. Fp1 1 — ¢ [ 01297 |
7. Fp1 o1 — i [ 18371 ]
8. Fp1—pr — [ 18471 ]

A partir das hipdteses acima, devemos mostrar que:
Fp1 (o — ¢1)Ai(Yo — 91) para todo 1 < i < 4.

- Para i = 1, devemos mostrar que Fp1 (09 — p1) — (g — 11):

L. Fpigo— o1 [ Hip. |

2. Fp1 Yo — o [ polat)o |

3. Fpror— [ p1A1¢1 |

4. Fpi Yo — @1 [ Cor.2.3.3 (i) em 1 e 2|

5. |—p1 ¢0 — @Dl [ Cor.2.3.3 (1) em 3e4 ]

6. Fp1 (po— ©1)A1(¥o — 1) [ Prop. 2.3.2 de 1-5 + Defa, em 5 |

- Para i = 2, devemos mostrar que (pg — ¢1)A2(tg — ¥1):
A partir de A1ty e p1A911 o resultado é andlogo ao anterior.

- Para i = 3, devemos mostrar que (¢ — ¢1)A3(1po — ¥1):
Aplique a Proposicao 2.3.4 (c) em (¢o — ¢1)A2(tg — 11).

- Para i = 4, devemos mostrar que (¢ — ¢©1)A4(1ho — ¥1):
Aplique a Proposicao 2.3.4 (c) em (vo — ¢1)A1(¢ho — Y1).

(v) ¢ A-p1 6(p)Ae(yp), isto é, devemos mostrar que:

@ A=p1 ((p = ) = P)A(p — ¢).
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(=)
1. © [Hip]
2. (p—=9)=lg—=9) =0 = (p—v)] [ P'1]
3. (p— ) [2.3.1]
4. ((p—=9) =) = (¢ —¢) [ MP 3, 2]
5. ((p = ¢) = p)Ai(e — ) [ Defa,, 4]
6. p—=((p—9)—p) [ P'1]
7. (=) =) [MP 1,6 ]
8. Flp—=9)—=(p—[le—9) —¢l)—

[((p—=9) =)= ((p—=¢) =g —¢) =) [P
9. (p—=llp—9p)—¢])—

((p—=9) =)= (p—=9) = l¢g—9) —¢))] [MP3,8]
10. [((p—=9)—p)=((p—p)=llp—9)—¢]) [MP69]
1. (g =) = (¢ —¢) = ¢ [ MP 7, 10]
12, ((p = @) = ©)As(p — @) [ Defa,, 11]
13. ﬂ[(gp — ) — (p] — =(p — 90) [ 2.3.4 (c), 11]
4. =(p—¢)—= (g —=¢)—p) [2.3.4 (c), 4]
15. ((p— ¢) = 9)As(p — ¢) [ Defa,, 13]
16. ((p — @) = ©)Au(p — @) [ Defa,, 14]
17. ((¢ = @) = ©)A(p — ¢), [ 5,12,15 e 16]
(=)
L ((g—=9) = p)Alp—p) [ Hip |
2. ((p— ) = @)Aa(p — ) [Az € Aem 1]
3 (p—=9) = ((p—9)— o) [ Defa, em 2 |
4. (o — @) [ Prop. 2.3.1 ]
5. ¢ [MP 2x em 4 € 3 |

O]

Com isto fica demonstrado, sintaticamente, que a légica P! é Blok-
Pigozzi algebrizavel. A seguir fazemos um esboco da algebrizacao da logica
paracompleta I', que é andloga & de P!, pois utiliza o0 mesmo conjunto de
algebrizadores .

2.3.3 A légica I' e sua algebrizacdo dual

A 16gica paracompleta I', proposta por A. M. Sette ¢ W. A. Carnielli em
[SCI5], é também chamada de fracamente intuicionista, pelo fato de rejeitar
o principio do terceiro excluido somente no caso atomico. A construcao de
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I' é andloga a de P! e é mostrado que estas logicas sao duais por Walter
Carnielli e Andreas Brunner (cf. [BCO03)).

e A légica I' é maximal com relacdo ao calculo proposicional C'P, no
mesmo sentido de P!,

A sintaxe de I' é composta de trés classes de sfmbolos:
1. Varidveis proposicionais: p1,pa2,...,Pn,- -
2. Conectivos légicos: — e —
3. Simbolos auxiliares: ), (.

As nocoes de férmula atomica, férmula bem formada, férmula esquema,
etc, 880 como no caso classico.

e Axiomas(Axy)

L.tpe— (@ —9)
Lo Fp(p—=@—=X)=(r—=19)=(p—=2N)
I3 Fp (5 = =) = (29 = ¥) = —p))
Iy bp (e =) — (0 = 9)
e Regra (MP) Se ¢ e 1 sao férmulas, entao:
pp— Y
G

As nocoes de demonstracao, teoremas e conseqiiéncia de um conjunto de
formulas I" s@o como no caso cldssico e sdo denotados aqui como Fj1 ¢ e
L'Fpop. E claro, pelos axiomas, que I' é um subsistema de C'P.

Mostramos alguns resultados elementares necessarios para a algebrizacao
de I'.

Para toda I'-férmula 1), o e A, vale:

Lema 2.3.6. (Teorema da Deducio) Para todo conjunto de I', T U {p,v},
vale: T'ypo iy sse T'kp o — 1)

Demonstragao. Conferir Lema 1.2.1. O

Lema 2.3.7. Reflerividade: 51 ¢ — .

Demonstragao. Conferir Lema 1.2.2 (a). O
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Lema 2.3.8. Transitividade ¢ — 1,9 — A @ — .
Demonstragdo. Lema 1.2.2 (c). O
Lema 2.3.9. Simplificacao (p — ) — Abp ) — A

Demonstragao. Vejamos:

LoFp(p—=9)—A [ Hip |
2 Fp [ Hip ]
3. Fnv—=(e—v) [ 1]
4. Fpno—1 [MPem 2e 3 |
5. Fpi A [MPem4el]

Assim, (¢ — ) — A\, ¥ Fp A, dai pelo Teorema da Dedugao temos que
(p =) = Abp ¢ — A

[

Lema 2.3.10. Permuta¢io ¢ — (¢ — X\) Fpi ¢ — (p — A).
Demonstragdo. Lema 1.2.2 (d). O
Lema 2.3.11. Se ¢ € uma formula nao atomica, entdo Fpn ——p — @.
Demonstragao. Conferir em [SC95]. O
Lema 2.3.12. As sequintes leis sdo vdlidas em I':

(@) (= —@)bp (79— —p) = (¢ — )

() (=Y —Y)bn (¢ =) = (9 — ~p)
Demonstragao. Conferir em [SC95], p. 185. O

A completude de I' se obtém por meio das seguintes matrizes trivalentes
A = ({1,%,,0},{1}), em que 1 é o tinico valor distinguido.

—>11/2() -
1[1]0]o0 1[0]
/AR 710
0111 01

Discutimos agora, brevemente, o caso da algebrizacao da légica triva-
lente I'; como veremos, em conseqiiéncia do fato de I' e P! serem duais, o
aparato algébrico nao consegue distinguir suas peculiariadades, o que acaba
resultando em que a tarefa de algebrizar I' repete a de P'.
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Teorema 2.3.13. A légica I' é Blok-Pigozzi algebrizdvel.
Demonstrag¢ao. Tome:

def
5p)=(p—9) =

def
(p) = b= ¢)

de:

PA1Y = (@ — 1))

def

Pl = (P — o)
AP = (mp — )
A = (—h — —p)

Devemos mostrar, com basse no Teorema 2.1.23, que (A, (d,€)) é um con-
junto de algebrizadores para I'.

(i) Fn @Aip, com 1 <i <4, o que é imediato pelo Lema 2.3.7.
(i) pAp 1 A, Idem a de PL.
(iii) @AY, AN AN é obtido a partir do Lema 2.3.8.
(iv) Devemos provar:
(a) pAY Fp —~pA=p.
(b) poAtho, prAY1 Fpi (o — 1) A(Yo — 1)

(a) Dado que ¢ e 1) nao sao féormulas atomicas, entao pelo Lema 2.3.11
temos Fp1 (== — 1), dai pelo Lema 2.3.12 e raciocinio andlogo ao
de P! temos que ~@A;—).

(b) Demonstracio é andloga a de P!.

(v) ¢ Ak 0(v)Ae(yp), isto é, devemos mostrar que:

@ Atn (0 — ) = ©)Alp — ¢).

A demonstracdo é andloga a de P!,

O

E interessante observar que os processos de algebrizagao obtidos para
P! e I' sdo tecnicamente os mesmos, pois fazem uso do mesmo conjunto
de algebrizadores e basicamente, das mesmas propriedades (compare, os
resultados de P! e I' usados como ingredientes para a algebrizacdo). Esses
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fatos somente nao garantem, contudo, que as duas logicas sejam algebrizaveis
pela mesma quase-variedade. Ter o mesmo conjunto de algebrizadores nao
garante que se obtenha a mema quase-variedade algébrica, pois se assim
fosse, todas as 1égicas algebrizaveis pelo método classico seriam algebrizaveis
pela mesma quase-variedade, o que sabemos nao ser o caso.

Para que duas logicas sejam algebrizaveis pela mesma quase-variedade,
mais do que ter propriedades similares, é preciso primeiramente que as
légicas em questao sejam expressadas em uma mesma linguagem, e a par-
tir dai deve-se mostrar que tais légicas sao inter-tradutiveis, no sentido da
Definicao 4.2.7.

Contudo, as lgicas P! e I' sdo de fato algebrizaveis pela mesma quase-
variedade, como mostraremos no Capitulo 4, Secao 4.2, ainda que expressem
paradigmas légicos duais (a saber, paraconsistente e intuicionista). Isso pode
nos levar a pensar que a algebrizacao é cega para finuras légicas, um pouco
como o fato conhecido em teoria de modelos de que a nogao de equivaléncia
elementar é estritamente mais fina que a nocao algébrica de isomorfismo:
estruturas isomorfas sdo elementarmente equivalentes, mas a reciproca nao
seja verdadeira. Porém, nao seria esse o motivo para desmerecer o método,
pois ele apenas evidencia que a quase-variedade algébrica, como uma boa
algebra, cumpre o papel de desprezar diferencas. Isso acontece somente
porque os sistemas dedutivos sao inter-tradutiveis, dai a quase-variedade
nao ser capaz de distingui-los.

Dado que P! e I' tém ambas uma demonstracio construtiva do teo-
rema de completude a la Kalmar, optamos em apresentar a algebrizagao na
versao sintatica desses sistemas, pois assim evitamos qualquer uso de ele-
mentos nao construtivos, como por exemplo o uso do infinito completado.
Por tal razao, sempre que possivel e quando tivermos a disposicao uma
demonstracao de completude construtiva, optamos por exibir a algebrizacao
por meios sintaticos.

Um resultado andlogo & relacdo entre I' e P! pode ser estendida de
maneira quase imediata aos calculos da hierarquia I™ e P™ definidas em
[FCO03], de forma a obter uma algebrizacao finitéria dependendo do valor de
n (cf. [Bue]). Conjecturamos que um pouco mais de esfor¢o podera resul-
tar também em uma algebrizacao finitaria para a hierarquia mista I™P",
considerada no mesmo artigo [FC03].

2.4 Limitagoes do método de Blok-Pigozzi

Apesar de sua generalidade, nem todo sistema logico pode ser algebrizavel
na acepcao de Blok-Pigozzi; um contra-exemplo muito simples é o frag-
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mento implicativo C PI* da logica proposicional intuicionista. E certo que,
do ponto de vista algébrico, CPI* é mais complicado do que parece: C'PI*
nao é nem mesmo protoalgebrizavel, um conceito estudado por exemplo em
[BP86], [Cze80] e [FJ96] (veja [BP89], pp. 56). Vejamos as véarias for-
mulacoes equivalentes que mostram quando um sistema dedutivo é protoal-
gebrizavel.

Definicao 2.4.1. Um sistema dedutivo & é chamado protoalgebrizdvel se
para toda S-teoria 7T, todo par de QT-férmulas equivalentes sao inter-
derivaveis relativamente a 7T, isto é,

<§07¢>€Q‘T:>T7wl_390 € Tﬂﬂi_sw

Definigao 2.4.2. Um sistema dedutivo S é protoalgebrizdvel quando, para
toda dlgebra <, o operador de Leibniz 2, é mondtono sobre o conjunto
de todos os S-filtros de &7, isto é: se I' e G sdo S-filtros e F' C G, entao
Qo (F) CQy(G).

Definigao 2.4.3. Um sistema dedutivo S é protoalgebrizdavel , se existe um
conjunto de férmulas A(p1,p2), com no maximo duas variaveis, tal que:

1. Para toda férmula §(p1,p2) € A, tem-se que ks d(p1,p1);

2. p1, A(p1,p2) Fs p2.

O método Blok-Pigozzi falha também para outras légicas, como para
muitas légicas paraconsistentes, mas por alguma estranha razao os autores
nao citam esse fato em seu livro, nem em qualquer de seus artigos poste-
riores. Vejamos entao que a logica paraconsistente C7 nao cai no escopo da
algebrizacao Blok-Pigozzi.

Teorema 2.4.4. C ndo € finitamente algebrizdvel.

Demonstragao. Considere a matriz .# = (</, D), onde &/ = (A,V,A\,—
,7,0,1) é uma é&lgebra e A = {0,a,b,1,u} sdo seus termos ordenados con-
forme o reticulado (A, A, V), esbogado na figura abaixo, e D = {u, 1} séo os
valores distinguidos.
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S\
N/

As operacoes — e — s@o definidas pelas tabelas abaixo.

—|u|lla]b]|0 @ | @ | e e | $°
u |lulula|ldb|O u | 1 u| 0 u| 0
1 |lu|l]lal|bl|O 110 1] 1 1|1
a|luw|l|1|b|b al| b al a al| 1
blu|l|lal|l|a b| a b| b b| 1
Ofu|l|1]1]|1 0| 1 0| O 0|1

E f4cil verificar que . é uma matriz modelo para C7, pois satisfaz todos
seus axiomas, isto é, estabelece uma corretude para C7. Portanto, conforme
a Defini¢ao 2.1.6, D é um Cy-filtro.

Vamos mostrar que as dnicas congruéncias compativeis que podemos
definir sdo as congruéncias trivias, a saber: a identidade A e a universal V.

Seja ©® uma congruéncia qualquer e suponhamos que © # A, isto é,
existem a;,a; € A, com a; # a;, tal que (a;,a;) € ©:

Caso 1: (u,x) € O e x # u.

(a) Dado que © é uma congruéncia, entdo (——wu,——z) € O, isto é,
(0,z) € ©. Pela simetria (z,u) € ©, por transitividade temos
que (0,u) € ©.

(b) Como A C O, pois © é uma relagdo de equivaléncia, e dado
que (0,u), (a;,a;) € O, entao pela congruéncia temos que (0 —
a;,u — a;) € O, para todo a; € A.

- Se a; =0, entao (0 — 0,u — 0) € O, isto é, (1,0) € O.
- Sea;=1,entao (0 — 1,u — 1) € O, isto é, (1,u) € O.
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- Se a; = b, entdo (0 — b,u — b) € O, isto é, (1,b) € O.

- Se a; = a, entdo (0 — a,u — a) € O, isto é, (1,a) € O.

- Se a; = u, entdo (0 — w,u — u) € O, isto é, (u,u) € O, dai
(—u,—u) € O, logo (1,1) € O.

Portanto, (1, a;) € © para todo a; € A.

(c) Pela simetria temos também que (a;,1) € O, para todo a; € A.
Seja aj,a; € A. Como (a;, 1) e (1,a;) € ©, concluimos por tran-
sitividade que (a;,aj) € © para todo a;,a; € A. Portanto, de
(a)-(c) temos que © = V.

Caso 2: (1,z) €e© comx #1ex #u.

(a) Dado que (u,u) e (1,) € ©, entdao pela congruéncia temos que
(u — 1l,u — x) € O, isto é (u,x) € O. Portanto, pelo caso
anterior temos que © = V.

Caso 3: (a,z) €e© comzx #a,x#1ex#u.

(a) Se z = 0, entao (a,0) € O, dai (—a,—0) € O, isto é, (b,1) € O e
pela simetria (1,b) € ©. Portanto, pelo caso anterior concluimos
que © = V.

(b) Se © = b, entdao (a,b) € ©. Como (a,a) € O, entao pela con-
gruéncia de © temos que (@ — a,b — a) € ©, ou seja, (1,a) € O.
Portanto, pelo caso anterior, concluimos que © = V.

Caso 4: (byr) €O comx #b,x#a,x#1ex#u.

(a) Como z = 0, entdo (b,0) € O, dai (=b,—0) € O, isto é, (a,1) € O e
pela simetria (1,a) € ©. Portanto, pelo caso anterior, concluimos
que © = V.

Portanto, em todos os casos concluimos que, se © # A entdao © =
V. Isso mostra que as tnicas congruéncias obtidas da relagdo de
equivaléncia sao as congruéncias trivias.

E facil verificar, com base na Definicao 2.1.6, que Fy = {a,1,u} e Fh =
{b,1,u} sdao C;-filtros, uma vez que os valores distinguidos de A pertencem
aos filtros F e F>. Mais ainda, sabemos que F} # F5, jd que a € F} e
a ¢ Fy. Agora, Qy (F1) = A = Qg (Fy), pois (a,0) € O ea € Fy e 0 ¢ Fi,
ou seja, a congruéncia V nao é compativel com D. Portanto, com base no
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Teorema 2.1.24, 2, nao é um isomorfismo entre os reticulados dos Ci-filtros
e as K-congruéncias, isto é C1 nao é algebrizavel. O

Corolario 2.4.5. Nenhum sub-sistema de C € finitamente algebrizdvel.

Demonstragdo. Suponhamos que existisse um sub-sistema de C7 que fosse
algebrizavel, entao pelo Corolario 2.1.26 terifamos que C também o seria, o
que contraria o Teorema 2.4.4. ]

Um problema aparentemente dificil, e que deixamos em aberto, ¢ mostrar
que um argumento analogo ao do Teorema 2.4.4 pode ser adaptado para as
extensoes conservativas C,” de C,, (cf. [Car00]). Essa extensao é obtida,
acrescentando-se as logicas C,, a lei da introducao da dupla negagao, isto
é, a — ——, 0 que permite que a deducao paraconsistente se aproxime da
dedugao classica (vide Secao 3.2). Tudo leva a crer que os C,)” também nao
sao algebrizaveis na acepgao de Blok e Pigozzi. Contudo, considerando que,
como veremos, as mesmas semanticas de tradugoes possiveis que interpretam
C,, ajustam-se com poucas modificacoes a C, ', entao podemos associar aos
C,,” semanticas algébricas de tradugoes possiveis.

Podemos ver a questao da algebrizacao da seguinte maneira: cabe a
algebra universal, quando esta entra em confronto com a légica, a proeza
de elucidar a nocao de conseqiiéncia légica. Essa nocao é tao essencial que
podemos reduzir o estudo da légica ao estudo das relagoes de conseqiiéncia.

Dessa forma, compreender bem a relacao entre premissas e conclusoes,
do ponto de vista matematico, é o que possibilita dar modelos concretos a
logica, e aplicar esta a engenharia de softwares ou aos programas e procedi-
mentos do computador.

A algebrizabilidade se encarrega desta tarefa e de dar contetido operacio-
nal as relagoes légicas abstratas. Nesse sentido, o Meta-Teorema da Deducao
tem um papel essencial, como esclarecido em [FJP03]. A importancia da
relacao entre o Meta-Teorema da Deducao os Teoremas da Interpolacao é
também investigada, por exemplo em [CS04].

A algebrizacao abstrata de Blok e Pigozzi tenta capturar, de alguma
forma, a possibilidade de dar conteddo matemaéatico a nocao de derivabili-
dade: quando tal nao é possivel, como é o caso da hierarquia de légicas
paraconsistentes C),, entao a correspondente estrutura algébrica deve ser
ainda mais complicada. Como veremos no Capitulo 4, as SATP’s dao uma
solucao a esta questao, olhando as deducbes paraconsistentes como uma
familia de objetos algébricos com uma certa dinamica interna, dada pelo
conceito de traducoes, e nao meramente como um Unico objeto estatico.
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Nao é dificil mostrar, contudo, que as légicas paraconsistentes C), sao
protoalgebrizaveis®, uma vez que em toda a hierarquia vale a regra de Modus
Ponens e ¢, o — «, ou seja, verifica as clausulas da Definicao 2.4.3.

Com base no ponto de vista manifestado dois pardgrafos acima, vale
observar que a nogao de protoalgebrizacao nao é capaz de concretizar as
deducoes dentro de um contexto algébrico. Em outras palavras, nao consi-
deramos que a protoalgebrizagao seja uma solucao satisfatéria, uma vez que
a maior parte dos sistemas légicos minimamente interessantes sao munidos
da regra de Modus Ponens e contém uma férmula §(a, a) que é teorema
do sistema. Vemos, portanto, que C), é trivialmente protoalgebrizavel, e tal
fato nada acrescenta a compreensao algébrica destas légicas. Dessa forma,
justifica-se a proposta das SATP’s, que sera estudada no Capitulo 4.

3 Esta observacdo é devida a Carlos Caleiro e Jodo Marcos, em comunicacio privada.



3. SEMANTICAS DE TRADUCOES POSSIVEIS

As semanticas de traducdes possiveis, uma nova abordagem em semaéantica
formal para légicas nao-classicas, foram propostas por Walter Carnielli em
[Car90] e estudadas minuciosamente em [Mar99]. A idéia basica das semanti-
cas de tradugoes possiveis inclui resgatar a verofuncionalidade da seméantica
de légicas que nao sejam necessariamente verofuncionais, além da idéia de
analisar uma légica complexa em termos de componentes mais simples. Tec-
nicamente, é mais imediato prover semanticas de traducoes possiveis que ja
sejam corretas e completas em relacao a semanticas de valoragoes (em geral,
nao-verofuncionais).

As légicas paraconsistentes, propostas em 1963 por Newton da Costa
no artigo [dC63], como mencionado na Introducao desta Dissertacao, sao
capazes de suportar contradi¢cbes sem cair na banalidade dedutiva. Nesse
trabalho, a hierarquia Cp, 1 < n < w, é um exemplo de légicas que sao car-
acterizadas por seméanticas de valoracoes nao verofuncionais. A completude
desta hierarquia foi sugerida em [Alv76] e [dCAT77], e os autores acreditavam
que a completude dos C, poderia ser obtida por uma simples adaptacao da
prova de completude de C4, o que nao foi o caso, como mostrado mais tarde
em [LASO].

Um estudo bastante detalhado das logicas paraconsistentes é feito em
[CMO02] e [CCMO04], onde ¢é investigada em detalhes uma hierarquia de légicas
tal que as nogoes primitivas de consisténcia e inconsisténcia sao expressaveis
na linguagem. Tais légicas s@o chamadas [dgicas da inconsisténcia formal
e denotadas por LFIs. Uma classe especial das LFIs sao os C-sistemas
baseados em L, que estendem a parte positiva de uma légica consistente £
(acrescentando a parte positiva de £ conectivos para a negagao e para a
nogao de consisténcia).

Na légica cléssica as nocoes de contradicao, inconsisténcia e trivialidade
equivalem. A lbégica paraconsistente, na versao dos C-sistemas, leva em
conta uma postura filoséfica que propoe que tais conceitos nao se equiv-
alem necessariamente, mas se relacionam no sentido em que contradicao +
consisténcia = trivialidade, conforme [CM02] e [CCMO04].

A légica (4, primeira componente da hierarquia citada acima, foi cons-
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truida utilizando implicitamente o pressuposto de que contradicdo + bom
comportamento das formulas = trivialidade. Em principio, a preocupacao de
da Costa era propor um sistema tolerante a contradicao, pois ele acreditava
que o problema de um sistema dedutivo estava na trivialidade e nao na
contradicao.

A semantica proposta originalmente por da Costa e Alves para o calculo
(1 (seméantica de valoragoes) nao é totalmente satisfatéria, pois parece nao
explicar a possibilidade de uma contradigao ser aceita no ambito de uma
teoria sem causar trivialidade. A proposta das seméanticas de traducoes
possiveis tenta ser mais esclarecedora, na medida em que transfere o pro-
blema do significado da contradicao nao-explosiva para o contexto de varios
sistemas 16gicos consistentes. No caso especial dos cédlculos C),, por exemplo,
esta semantica interpreta estes sistemas complexos em termos de sistemas
trivalentes, cujo significado é mais aceitavel.

Juntamente com os cédlculos C),, da Costa propos outro sistema légico,
o Cy,, que exclui do seu corpo de axiomas o0s esquemas, que expressamnm res-
pectivamente a “propagacao do bom comportamento de uma férmula” e
“reducao ao absurdo paraconsistente”, descritos abaixo:

o (A ABMY - (AAB)™ A(AV B)™ A (A — B)™)
e B" — ((A— B) = ((A— —B) — —4))

lembrando que A abrevia a férmula A° A A% A A%°° A ... A A°°, paran
ocorréncias de o.

Pela maneira como C,, foi criado, este poderia ser pensado como o limite
dedutivo da hierarquia C),, porém, de acordo com Carnielli e Marcos em
[CM99], sabemos nao ser esse o caso: os autores mostraram que em todo C,
vale a Lei de Dummet, a saber oV (v — [3), e mostraram também que tal lei
nao é valida em C,,. Contudo, de acordo com a defini¢ao de limite dedutivo,
proposta pelos mesmos autores em [CM99], tal lei deveria ser validada nesse
limite. Como isso nao acontece, conclui-se que C,, nao pode ser considerado
o limite nesse sentido.

Na tentativa de encontrar tal limite, Carnielli e Marcos acrescentaram a
C,, a lei de Dummet como axioma adicional, e chamaram esse novo calculo
de Cyrin. Esta nova légica tem uma semantica de valoracoes metodologica-
mente andloga a dos C, enquanto que a semantica de valoragoes para C,,
é muito mais complicada. Este fato contribuiu para que Carnielli e Marcos
imaginassem que estavam mais préximos do limite de C,,, porém novamente
depararam com o mesmo problema, pois a férmula

(@A B) = (mav =h)
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conhecida por quase de Morgan é demonstravel em todos os C), e nao de-
monstravel em Cp;,. O problema de caracterizar sintaticamente o limite
de C,, continua em aberto, porém, de acordo com a definicao de limite de-
dutivo proposta por Carnielli e Marcos, é possivel obter uma caracterizacao
semantica para Cp;, por meio das semanticas de traducoes possiveis. Esse
fato ilustra o alcance deste novo tipo de semantica, ainda nao totalmente
explorado.

Acrescentando a linguagem de Cjy;, um operador de consisténcia (o)
(isto é, um novo conectivo légico undrio), resulta na légica bC. Esta ex-
tensao de Chyin é uma das légicas bésicas que assume como primitivo o
operador de consisténcia, permitindo expressar a nocao de consisténcia de
uma férmula. bC é chamada de gentilmente explosiva, pois nao se trivializa
diante de uma contradi¢ao, mas permite que a trivialidade apareca somente
se a contradigao ocorrer junto com a consisténcia da férmula, como mostram
as relacoes abaixo:

a, ~a Fpc B o, o, naFpe B

bC é um dos primeiros sistemas logicos corretos e completos que expressa
a nocao de consisténcia de uma féormula. A partir desse sistema podemos
definir uma outra légica que também é de nosso interesse, a saber, a logica
Ci. Esta logica é obtida fazendo valer algumas propriedades que nao eram
vélidas em bC e, com isso, Ci é uma légica capaz de tratar da nocao de
inconsisténcia (e), a qual é definida através da negacao do conectivo de con-
sisténcia da légica bC e acrescentando-se mais um axioma. Repetindo este
mesmo raciocinio, pode-se obter muitas outras extensoes que dao origem aos
chamados C-sistemas, os quais determinam uma classe especial das LF1Is.

Ao longo deste capitulo fazemos um breve estudo dessa classe de ldgicas,
as quais sdo de nosso interesse por se tratar de sub-sistemas de C,. Na
terminologia de [CMO02] e [CCM04] os (), sao chamados de dC-sistemas e
tais logicas, como ja sabemos, nao sao algebrizaveis nas acepgoes estudadas
nos Capitulos 1 e 2 desta dissertacgao.

Reservamos o presente capitulo para tratarmos mais de perto das LF1Is,
que como ja dissemos sao de nosso interesse. Expomos também a idéia
e a definicao das semanticas de tradugoes possiveis. Todas as logicas que
tratamos aqui sao exemplos de logicas as quais se aplica a definicao de
semantica de traducgoes possiveis e todos os resultados que apresentamos
neste capitulo foram extraidos basicamente dos artigos [CM02] e [CCMO04].

Introduzimos o conceito de traducto, designagao para as légicas que sao
capazes de prover um teorema de completude via semantica de tradugoes
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possiveis para uma dada légica S, e o denotamos por Trads. Finalizamos
com um resultado original que mostra que os traductos trivalentes Tradyc,
Tradci, Tradcie € outros sao Blok-Pigozzi algebrizaveis. Esse resultado é de
suma importancia para o Capitulo 4, parte original desta dissertacao, e que
tem por objetivo apresentar uma proposta de algebrizacao que seja capaz
de algebrizar C e seus sub-sistemas via seméantica de tradugoes possiveis.

3.1 Semanticas de valoragoes para LFIs

Nesta secao fazemos uma revisao do problema de se obter interpretagoes
semanticas para algumas LFIs, comecando primeiramente pela semantica
de valoragoes. Como salientamos, um dos grandes problemas a respeito das
légicas paraconsistentes é a sua semantica.

Os primeiros C-sistemas, os calculos C), de da Costa, foram introduzidos
do ponto de vista puramente sintatico, e somente mais tarde é que se obti-
veram interpretacoes semanticas para tais sistemas em termos das chama-
das semanticas de valoracoes, que sao semanticas bivalentes, mas nao vero-
funcionais. Mais tarde, como mencionamos, um novo tipo de semantica, as
chamadas semanticas de tradugoes possiveis, foram propostas para muitas
destas légicas (cf. [Car90], [Car00] e [CMO02]).

Seguindo o artigo [CCMO04], esclarecemos como estas novas semanticas se
relacionam com as semanticas multivalentes, em especial com as trivalentes.
Este ponto é crucial para o desenvolvimento do nosso trabalho, uma vez que
estas logicas trivalentes sao em geral Blok-Pigozzi algebrizdveis; fato que
serd importante para o que vem a seguir.

Deve-se ressaltar que, embora alguns C-sistemas sejam polivalentes, a
grande maioria nao pode ser caracterizada como légicas polivalentes, isto é,
os C-sistemas nao podem ser semanticamente caracterizados por matrizes
finitas. A primeira demonstragao desse resultado, no ambito da paracon-
sisténcia, foi obtida para a hierarquia C, de da Costa, para 1 < n < w, e é
devida a Ayda Arruda (cf. [Alv76]). O argumento, nesse caso, se apdia no
fato de que nesses sistemas nao vale a redugao de negacoes. O seguinte teo-
rema mostra que é impossivel tornar as logicas bC, Ci e varias outras logicas
tais como bCe, Cie, Cil, Cile, Cila, Cilae, Cia, Ciae, Cior ¢ Ciore (ver
[CMO02] e [CCM04] para mais detalhes sobre esses sistemas), vero-funcionais.
Aqui o resultado é mais amplo, pois é valido para légicas em que a reducao
de negacoes é valida, e o argumento se apdia no fato de que o problema nao
se resolve simplesmente aumentando o nimero de valores-verdade:
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Teorema 3.1.1. Os C-sistemas bC, bCe, Ci, Cie, Cil, Cile, Cila, Cilae,
Cia, Ciae, Cior ¢ Ciore ndo sdo caracterizdveis por matrizes finitas.

Demonstragdao. Conferir em [CCMO04]. O

A demonstracdo do teorema acima segue por absurdo, supondo que
exista uma matriz finita que caracterize os C-sistemas mencionados e defi-
nindo-se um esquema de férmulas, que chamamos informalmente de «, tal
que para cada matriz finita existe uma instancia de o que tem valor distin-
guido. Por outro lado, existe uma matriz infinita que valida os axiomas de
cada um dos C-sistemas acima e que nao valida nenhuma instancia de «a, o
que contradiz o fato de as matrizes finitas validarem «; portanto tais légicas
ndo podem ser caracterizadas por matrizes finitas. A prova deste teorema
abstrai o argumento central do conhecido teorema de James Dugundji, que
mostra um resultado andlogo para as légicas modais normais, demonstrando
que nenhuma matriz caracteristica para S5 pode ter um ntimero finito de
valores (cf. [CPO1] p. 29).

Da mesma forma que o teorema de Dugundji foi importante para as
l6gicas modais, no sentido em que ele justifica a proposta de um outro tipo
de semantica para tais sistemas (a saber, a conhecida semantica de mundos
possiveis de Saul Kripke) o Teorema 3.1.1 mostra também que, sendo os
C-sistemas incaracterizaveis por matrizes finitas, precisamos de uma outra
maneira de se pensar alguma seméantica para os C-sistemas. Isso ajuda a ex-
plicar o surgimento das semanticas de tradugoes possiveis. Tais semanticas,
de certa forma, poderiam ser vistas como uma generalizagao da semantica
de mundos possiveis, no sentido de que os mundos poderiam ser vistos como
l6gicas mais simples, tais como por exemplo, l6gicas multivalentes. Apesar
de nao ser, a rigor, necessario o uso de légicas multivalentes dentro da con-
cepcao das semanticas de traducoes possiveis, todos os exemplos estudados
até agora, como veremos, fazem uso apenas de légicas trivalentes.

Embora o Teorema 3.1.1 se aplique a outros sistemas de 1égicas, nao se
sabe se sistemas como Cilo, Cio, Ciloe, Cior, Cid(b)o e Cid(b) teriam
ou nao semanticas polivalentes; em [CCMO04] conjectura-se que néo possam
ser caracterizados por matrizes finitas.

Mostramos agora, antes de passar as semanticas de tradugoes possiveis,
alguns exemplos de seméanticas de valoracoes, tomando como exemplo as
logicas bC, Ci e LFI1. As seméanticas de valoractes que faremos a seguir,
sao semanticas bivalentes, necessariamente nao-vero-funcionais, a luz do
Teorema 3.1.1, que impede que tais logicas sejam caracterizaveis por ma-
trizes finitas de tamanho fixado com um ntimero finito de valores de verdade.
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Portanto, as semantica de valoracoes para essas légicas, se sao semanticas bi-
valentes, nao podem ser descritas por matrizes finitas, e sao entao necessaria-
mente nao-vero-funcionais: de fato, as seméanticas de valoragbes dao origem
as chamadas quase-matrizes (para mais detalhes ver [Mar99] e [CCMO04]).

Dessa forma, as semanticas de valoragoes sao fungoes que interpretam os
conectivos como fungoes parciais, e este carater de nao-totalidade é inerente
a um certo tipo de interpretacio das légicas paraconsistentes’.

Vejamos agora alguns exemplos:

Definicao 3.1.2. Uma bC-valoragao é uma fungao vpc : Forpc — {0,1}
tal que:

B)=1ssev(a)=1ev(f) =1,
)zlssev(a =1louv(f) =1;
B) =1sse v(a) =0ouv(f) =1;
= 0 implica v(a) = 1;

——a) = 1 implica v(a) = 1;

oa)) = 1 implica v(a) = 0 ou v(—a) = 0.
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Para uma colegdo I' U {a} de férmulas de bC, I' =p¢c « significa,
como usualmente definido, que « recebe valor 1 para toda bC-valoracgao
que atribui valor 1 aos elementos de I'.

A prova de corretude para bC com respeito as bC-valoragoes segue o
mesmo padrao usual, e a completude estd feita em detalhes, por exemplo,

m [CM02] e [CCMO04], utilizando as fungoes caracteristicas dos conjuntos
saturados maximais, como é praxe neste tipo de argumento.

Para a logica Ci, a definicdo de valoragao é a seguinte:

Defini¢ao 3.1.3. Uma Ci-valoracao é uma fungao vg; : Forci — {0,1}
satisfazendo as cldusulas (v1)-(v6) para bC-valoracao, mais as seguintes:

(v7) v(ea) =1 implica v(a) =1 e v(—a) = 1;
(v8) w(ea) =1 sse v(—oa) = 1;
(v9) v(—ea) =1 implica v(o) = 1.

Analogamente ao caso de bC, pode-se demonstrar que Ci é correta e
completa com respeito as Ci-valoracoes.

Seguindo ainda na mesma trilha, podemos estender as Ci-valoracoes
para dar conta da légica trivalente paraconsistente LFI1, a qual, como

! Seria interessante investigar a relacao desse fato com as funcdes recursivas parciais, que
como ¢é bastante conhecido, impedem que argumentos diagonais (por redugao ao absurdo)
sejam aplicados como o s@o em relagdo as fungdes recursivas totais (cf. [ECO00]).
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veremos mais adiante, é equivalente a légica J3, introduzida em 1970 por
D’Ottaviano e da Costa como uma possivel solugdo para o problema de
Jaskowski (cf. [DAC70]), e reapareceu muitas vezes na literatura.

Definig¢ao 3.1.4. Uma LFI1-valoracao é uma funcao vprri : Forprrn —
{0, 1} satisfazendo as cldusulas (v1)-(v9) para Ci-valoragao, mais as seguintes
clausulas adicionais:

(v10) wv(—=—a) = 0 implica v(a) = 0;

(v1i1l) v(e(aAfB)) =1ssev(eaAB)=1ouv(aAef) =1,
(v12) v(e(aV 3)) =1ssev(ea A —F) =1ouv(-aAejl)=1;
(v13) v(e(a — () = 1sse v(awNof) =1.

Novamente, como seria de se esperar, LFI1 é correta e completa com
respeito as LFI1-valoragoes. E importante ressaltar aqui uma questao que
pode parecer, a primeira vista, intrigante: como ¢é possivel, sendo LFI1
uma légica trivalente (cf. [dACMO02] e [CM02]), que seja também correta e
completa em relagdo a uma semantica de dois valores?

A resposta a esta indagacao é que a semantica bivalente definida pelas
LFI1-valoracoes perde a verofuncionalidade, enquanto a semantica triva-
lente de LFI1 dada pelas matrizes trivalentes é vero-funcional. Esta dupla
completude é parte de um fené6meno mais abragente, conforme descrito em
[CCCMO03].

Para sumarizar, nosso interesse em tratar aqui rapidamente da semantica
de valoragoes para LF1Ts se prende aos seguintes pontos:

1. As semaénticas de valoracoes sdo obtidas de maneira bastante natu-
ral a partir das relacoes de conseqiiéncia, através dos conjuntos de
férmulas chamados nao-triviais maximais (que sao conjuntos contendo
possivelmente contradi¢bes, mas que nao sao dedutivamente triviais).
De maneira informal, podemos dizer que as fungoes caracteristicas de
conjuntos nao-triviais maximais definem semanticas de valoragdes, o
que possibilita demonstracoes canonicas de teoremas de completude
para a maioria das LFI’s.

2. Apesar de serem bastante naturais, as semanticas de valoragdes sao
quase um retrato fiel da axioma&tica dos sistemas paraconsistentes.
Dessa forma, ainda que tecnicamente sirvam muito bem a tarefa de
fazer ver que teorias contraditérias podem ter modelos construidos
com fungoes parciais, nao comportam uma explicagao aceitavel para o
fenémeno da ocorréncia de contradigoes em certas teorias.
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3. Estas consideragoes justificam a preocupacao em investigar novas se-
manticas para tentar melhor explicar a paraconsisténcia, como é o caso
das semanticas de traducoes possiveis.

4. As semanticas de valoragoes sdo, porém, um passo intermedidrio im-
portante para obtencao das semanticas de tradugoes possiveis, como
veremos na Segao seguinte.

3.2 Semantica de traducgoes possiveis para LF1s

Apesar de, como vimos, muitas LFIs serem corretas e completas com relagao
as semanticas de valoracoes, e estas semanticas serem bastante simples e
tecnicamente bastante trataveis, elas nao explicam bem a natureza da para-
consisténcia: de fato, em todas as seméanticas de valoragoes, em particular
todas as valoracoes que consideramos acima, estendem as bC-valoracoes, e
incluem a cldusula abaixo (ver Definigao 3.1.2):

(v4) wv(—a) =0 implica v(a) =1

Esta clausula tem como consequéncia que pode haver sentencas « tais
que v(a) = 1 e v(—a) = 1, pelo simples fato de nao se tratar de uma cldusula
“sse”, mas simplesmente de uma cldusula apenas condicional. Contudo, esta
simples possibilidade matemaética, como notamos, nao oferece qualquer ex-
plicacao filosoficamente aceitdvel para que tal anomalia seja compreensivel.
Ainda mais, do ponto de vista técnico, é sempre dificil demonstrar que tais
sistemas sao decidiveis. Dessa forma, embora as semanticas de valoragoes
constituam um artificio técnico bastante conveniente, torna-se desejavel pro-
por um tipo de semantica que possa ajudar a compreender o fenémeno da
paraconsisténcia do ponto de vista intuitivo.

As semantica de tradugoes possiveis, introduzidas em [Car90] e estudas
em [Mar99], se propoem a oferecer tal explicagao.

Para um tratamento muito mais detalhado do que estamos oferecendo
aqui, cujo intuito é preparar o caminho para a proposta das algebrizagoes
com base nestas semanticas, recomendamos os artigos ja citados.

Seja o/ = ({0,%,,1}, A, V, —, —uy, 7, O, 05) uma Y-dlgebra, cujas ope-
ragoes sao determinadas pelas tabelas abaixo, e seja .# = (<7, {¥/,,1}) uma
Y-matriz, lembrando que 1 e %/, sao valores distinguidos em .7
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NEALD VI1][%]o0 ~T1 %0
L% 0]0]  [L[%|%]%] [L[%]%]0
1/2 1/2 1/2 0 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 0
010|010 0% ]|Y%|0 0 | YalVala

Tw | s | Qw | s
1 0 0 1 1
Yol Y2 O] 1|0
0 1 1 11

Com finalidade de dar interpretacoes aos conectivos de bC e de Ci com
respeito as semanticas de tradugoes possiveis, é necessario compreender o
significado destas tabelas: o valor de verdade Y/, pode ser entendido como
“verdadeiro por default”, ou “verdadeiro por falha”, no sentido de ser ver-
dadeiro por falta de evidéncia em contrario, enquanto 1 e 0 significam “ver-
dadeiro” e “falso” respectivamente.

Considerando que as matrizes para os conectivos binarios de conjuncao,
disjuncao e implicacdo nunca retornam o valor 1, podemos entender tais
operacoes como informando que nunca estamos absolutamente seguros da
verdade de uma sentenca composta, isto é, nao-atomica.

A negagao é um caso particularmente importante: hé duas interpretagoes
distintas para negacao, a interpretacao fraca —,, e a interpretacao forte —g.
Do mesmo modo, ha também duas interpretagoes distintas para o operador
de consisténcia o: a interpretagao fraca o,, e a interpretacao forte o,.

As semanticas de tradugoes possiveis (estamos nos fixando no caso de Ci)
interpretam as férmulas légicas em dois cendrios distintos. Num primeiro
cenario, uma informagao pode ser tao inconclusiva ou dubia a ponto de
receber o valor de verdade . E claro que os outros dois valores de verdade
sao classicos, e o ponto delicado é entender o comportamento do valor %,.
Pode ocorrer que sua negagao também seja da mesma natureza dibia ou
inconclusiva; essa possibilidade é expressa pela negacao fraca —,,. Vejamos
o exemplo a seguir.

Suponhamos que num processo judicial o promotor acusa uma pessoa de
ser um assassino, apresentando certas evidéncias muito fortes, mas ainda nao
conclusivas. Os jurados e o juiz, levando em conta as evidéncias apresentadas
pelo promotor, aceitam a verdade da sentenga a: “O réu é culpado” como
provisoriamente verdadeira, ou seja, atribuem a ela o valor de verdade Y,.
Mas o advogado de defesa também tem boas evidéncias que tentam mostrar
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que o réu nao é culpado, e os jurados s6 podem atribuir, provisoriamente a
sentenga —a: “O réu nao é culpado” o valor de verdade Y,.

O que a semantica de traducoes possiveis nos oferece é a possibilidade
de expressar tal situacao através da negacao fraca —,.

Por outro lado, com o passar do tempo, os jurados e o juiz podem ter
chegado a conclusao da culpa do réu e, portanto, ao sair a sentenca judicial,
a sentenga « “O réu é culpado”, que havia sido avaliada como %, nao tem
mais o estatuto de verdade provisdria, e sua negagao —« sé pode ser falsa.
Este cendrio é expresso pela negacao —s.

Em termos combinatérios, faltaria um cendrio: aquele em que o réu
fosse considerado inocente, e a sentenca a: “O réu é culpado”, que havia
sido avaliada como ,, revelasse um grande erro, pois na verdade adquiriria
o valor 0. Contudo, a semantica de tradugoes possiveis assim definida nao
é adequada para este tipo de cenario: note que haviamos esclarecido haver
evidéncias muito fortes para que « fosse avaliada como Y,. Isso nao quer
dizer que outras semanticas de traducgoes possiveis nao possam ser assim
definidas, mas simplesmente que as semanticas de tradugoes possiveis para
Ci nao se comportam desta maneira. Ou seja, em outras palavras, Ci (e
no fundo, todas as logicas paraconsistentes classificadas como LFIs) sao
adequadas para expressar aqueles casos em que hé evidéncias fortes para
que sentengas nao-negadas « sejam avaliadas como %5, no sentido de serem
quase (no sentido de muito préximas) verdadeiras.

Falta ainda entender o comportamento do operador de consisténcia o. De
maneira similar ao que discutimos acima, a interpretagao fraca o, assume
que a situacao descrita no primeiro cendario é coerente, e vé a consisténcia
de '/, como verdadeira. A interpretagao forte og, contudo, reconhece, no
segundo cendrio, que a proposta proviséria de haver classificado o como %,
nao foi consistente, e em consequéncia atribui & consisténcia de «, dada pela
férmula oa, o valor 0.

Podemos ver, entao, as logicas paraconsistentes classificadas como LFIs,
como aquelas légicas adequadas para modelar situacoes onde pode-se fazer
uma revisao das crencas vigentes, mas de maneira que as crencas atribuidas
provisoriamente nao sejam muito disparatadas. Essa situacao nao é muito
diferente dos critérios de verdade pragmaticos da atividade cientifica; pode-
mos mesmo considerar a légica paraconsistente como a “légica da atividade
de avaliar conjecturas no decorrer do tempo”, como por exemplo ocorreu com
o chamado Teorema de Fermat (que na verdade, deveria ter sido chamado
Conjectura de Fermat antes da sua prova). Sabe-se que este problema foi
resolvido recentemente de forma positiva: havia muita evidéncia favordvel
para que fosse julgado como provisoriamente verdadeiro (isto é, com valor
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de verdade %,). Contudo, sua negacao poderia, em principio, ser verdadeira,
e até hd pouco tempo atrés seria classificada como /,. Apds a publicacao
da solucgao, o valor provisério %, revelou-se definitivo, como consequéncia do
fato de a negacao do Teorema de Fermat ser agora claramente falsa. Por
outro lado, a questdo da demonstracao da consisténcia da aritmética por
meios aritméticos, que como se sabe, fazia parte da crenca de David Hilbert
expressa no chamado Programa de Hilbert, foi resolvida de forma negativa
pelos Teoremas de Godel. Este tipo de situacao nao seria, entao, adequado
para ser tratado pelo paradigma paraconsistente. Uma objecao a esta inter-
pretacao seria que o paradigma paraconsistente sé serviria, entao, para se
aplicar a situacoes que nao conduzissem a falsas conjecturas: contudo, nao
se trata aqui de uma maquina de futurologia: simplesmente isso nao estd
no escopo da logica. O que estamos argumentando é que o paradigma para-
consistente seria bastante adequado para dar suporte a uma andlise logica
da atividade de busca por explicacoes, ou de decisao entre teorias cientificas
conflitantes. Um exemplo muito interessante de como o raciocinio paracon-
sistente pode de fato ser aplicado a situagoes plausiveis envolvendo busca de
explicagoes entre cendarios contraditérios, no caso concreto das aplicagoes as
bases de dados, é proposto em [CMdAOQO].

Como afirmamos, as tabelas descritas acima sao a base para uma seman-
tica de tradugoes possiveis para Ci. Para obter uma seméantica de tradugoes
possiveis para Ci, considere a dlgebra 7, a algebra das férmulas induzidas
pelos conectivos . e gerada a partir do conjunto das varidveis proposicionais
V. Chamaremos essa algebra, de agora em diante, de For 4. Defina a classe
Tr das fungoes, chamadas traducoes (para o caso geral, ver Defini¢ao 3.2.2),
t: Forci —— For , definidas pelas clausulas a seguir:

( p se pEV;

(ma) e {=st(@), ~wt(@)};

t(aff) = t(a) ft(B), paratodo t € {A,V,—};
(
(

=
I

= ogt(a) se t(—a) = t(a); e

= oyt(a) se t(-a) = —yt(a).

Dizemos que o par TP = (.#,Tr) é uma estrutura semantica de tradugoes
possiveis para Ci (para o caso geral, ver Defini¢do 3.2.3). Uma valoracao
w de TP é uma valoragao de .#, tal que w: For , — V_ 4, em que V 4
denota o conjunto de valores verdade de ., isto é, V_, = {0,%,,1}. Como
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V_ 4 é um conjunto composto por trés valores de verdade, nesse caso w é
chamada de valoragao trivalente. Se |=_4 denota a relagdo de conseqiiéncia
em ./, e 'U{a} é um conjunto de férmulas em Ci a relacdo de conseqiiéncia
da estrutura de semantica de tradugoes possiveis =rp é definida como:

I'Erp a sse t(I') E_ 4 t(a) , para toda t € T'r.

Chamamos tradugao possivel de uma féormula o« a qualquer imagem de
« através de uma funcao-tradugao em T'r.

Vamos retomar, a seguir, as demonstracoes dadas em [Mar99] e [Car90]
e refeitas em [CCMO4].

Nao é dificil demonstrar o seguinte teorema de correcao:

Teorema 3.2.1. (Corretude) Seja T'U{a} um conjunto de formulas de Ci.
Entao T ki o implica T Erp a.

Demonstragao. A prova consiste em notar que cada férmula (ou cada es-
quema de férmulas) tem uma colegdo de finitas tradugoes possiveis, de
acordo com as definigbes acima. Basta entao mostrar, em primeiro lugar,
que a colecao finita das tradugoes dos axiomas produz féormulas vélidas de
acordo com as matrizes de .#. Em segundo lugar, deve-se mostrar que
a regra (MP), que é a tnica regra de Ci, preserva validade das férmulas
traduzidas. Os tinicos casos nao trivias sao os axiomas especificos de Ci. [

O mesmo resultado se aplica para bC fazendo uso, inclusive, da mesma
Y-matriz .# dada acima.

Definicao 3.2.2. Sejam S = (For,t-s) e &' = (For',Fg/) sistemas dedu-
tivos. Uma traducdo t de S em S8’ é uma fungao entre seus conjuntos de
formulas, a qual preserva a derivabilidade:

Se I' Fs a, entao t(I') kg t(a).

Quando o “se ... entao” é substituido por “se, e somente se”, a tradugao é
dita conservativa.?

Definicao 3.2.3. Uma estrutura de tradugoes possiveis para um sistema
dedutivo § é um par TP = ({S;},.;,Tr), em que {S;}ic; ¢ uma familia de
sistemas dedutivos e Tr = {t; : S — S; }ier uma familia de tradugoes. Uma
relacdo de conseqiiéncia na estrutura TP, denotada por =rp, é definida da
maneira a seguir, para todo conjunto I' U« de férmulas de S (é conveniente
distinguir entre uma relacao local e uma relacao global):

2 A nocéo de tradugdo que tratamos aqui é a mesma de [dSDS99] e [Fei97].
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e Relacao de forcamento local para S (|:7ffp):
T Eipa sse t;(T) Es, ti(a), para algum t; € Tr.
“I" forca « sob a traducao t;”
e Relacao de forcamento global para S (=1p):
F'Erpa sse T ):t,fp «, para toda traducao t; € Tr.

“I" forga « sob todas as tradugoes”

3.3 Logicas caracterizaveis por Semanticas de Tradugoes Possiveis

Passamos agora a tratar do problema muito mais complicado de se obter de-
monstracoes de completude via semantica de traducgoes possiveis. Embora
nao exista um método geral de se obter provas de completude em relagao as
semanticas de traducoes possiveis, existe uma certa técnica ja estabelecida
quando dispomos da completude com respeito a semantica de valoragoes.
Tal é o que fazemos aqui.

A estratégia da demonstracdo, no caso de Ci, consiste em mostrar que
para cada tradugao t e cada valoracao trivalente w definida com base nas
matrizes .# fica determinada uma Ci-valoragao vcj, € vice-versa, para cada
férmula « de Ci,

w(t(a)) € {1,%} sse vci(a) = 1.

Na verdade, para a parte mais dificil da demonstracao da completude basta
um resultado mais simples do que este, ji tradicionalmente chamado de
“Lema de Representabilidade”. A partir disso, devemos fazer também uso
da completude da seméantica de valoragoes para Ci.

Lema 3.3.1. (Representabilidade) Dada uma Ci-valoragdo vcy € possivel
encontrar uma traducao t em TR e uma valoragdo w em M tal que, para
toda formula o em Ci:

w(t(a)) € {1,%} sse vci(a) =1.

Demonstragao. A prova consiste em definir simultaneamente uma tradugao
t e uma valoragao trivalente w definidas por indugao na complexidade das
férmulas. Devemos comecar estabelecendo ¢ e w no caso p € V.
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i) ParapeV

- Para a valoracao w temos:
1 sewci(-p) =0,

w(p) =4 %> sevci(p) = vci(—p) =1, - Para a tradugao ¢ temos:

0 sewci(p) =0.

e t(p) =p,
o t(—p) = "wp

ii) Para férmulas complexas
- Para a valoragao w temos:

A extenséo, nesse caso, é determinada pelas tabelas de .#, dadas acima.

- Para a tradugao ¢ temos:

o t(aff) = (t(a) # t(B)) para f € {A,V,—};
o t(-a) = {"w(t(a)) se voi(a) = voi(—a) = 1,

—s(t(a))  caso contrario, para o € P .
. H(oa) = ou(t(a)) se vei(a) : .vCi(—a) =1,
os(t(a)) caso contrério.
Isto completa a definicao de t e w por indugao na complexidade das férmulas.
A demonstragao de w(t(a)) € {1,%,} sse wvgi(a) =1 é, a partir dai, facil-

mente estabelecida, fazendo uso, novamente, da inducdo na complexidade
das féormulas. O]

Teorema 3.3.2. (Completude) Seja I' U{a} um conjunto de formulas em
Ci. Entao T Erp « implica T ¢ a.

Demonstragdo. A demonstragao segue diretamente do lema da Representa-
bilidade e da completude em relacao as Ci-valoragoes.

De fato, se I' /¢y a, pelo resultado mencionado apés a Defini¢ao 3.1.3,
entao tendo em conta que Ci é correto e completo em relacao as Ci-valoragoes,
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existe uma Ci-valoragao v tal que vei(I') = 1 e vei(a) = 0. Dai, pela Re-
presentabilidade, é possivel encontrar uma traducao t em 7T'r e uma valoragao
w em . tal que, w(t(I")) € {1,%,} e w(t(a)) = 0. Portanto, por defini¢ao,
r F’QTP .

O

Como um exemplo do poder interpretativo das semanticas de traducoes
possiveis, mostramos a equivaléncia entre duas férmulas, aparentemente dis-
tintas em Ci. Considere as seguintes formulas escritas na linguagem de Ci:
~aE (maAoa) e o= (o — L), em que L E (a A —a A oa).

Vejamos as traducoes possiveis dessas féormulas, de acordo com as cldusulas
de traducoes dadas anteriormente, de Ci.

t(~a) = {(_‘sa A 0y () o t(a) = {(a — (@A s A oya))

(mwar A ogar) (o = (a A = A ogar))

As tabelas produzidas pelas formulas traduzidas, acima, sdo as seguintes:

~T 1
100
L1010
07|

Através da traducao dessas férmulas tornou-se possivel construir suas
tabelas verdade, permitindo compara-las, a fim de concluir a equivaléncia
entre as mesmas.

A mesma técnica de demonstracao de completude mostrada acima, pode
ser usada para se obter semanticas de traducoes possiveis para virtualmente
dezenas de outras légicas, como mostrado em [CCMO04].

Sabe-se que a logica paraconsistente C tem uma semantica de tradugoes
possiveis em Tradc,, que ¢ a légica LFI1. Fazemos um esclarecimento
histérico aqui, pelo fato de esta logica ter ocorrido na literatura com dife-
rentes apresentacoes, mostrando que este sistema dedutivo é de certa forma
muito natural.

Com o objetivo de esclarecer a trajetéria do conceito de semanticas de
tradugoes possiveis, que como vimos é essencial para esse trabalho, retomo
aqui alguns fatos béasicos. O conceito de semanticas de tradugoes possiveis
foi imaginado por W. Carnielli, tendo sido proposto em 1990 em [Car90],
onde se argumentava que a inconsisténcia é uma espécie de mau necessario,
explicando-se esse fenomeno por meio das traducoes possiveis. Nesse artigo



3. Semanticas de Traducoes Possiveis 92

a légica € é chamada de logica Meta, e seu traducto de LCD. Mais
tarde, em 2000, numa versao revisada em [Car00], o traducto de C aparece
com a designacao de LC'D, com a diferenga de que as logicas tratadas via
semanticas de tradugoes possiveis sao agora extensoes de C,, chamadas de
C, . A idéia era tratar légicas paraconsistentes mais préximas possiveis
da logica classica, atendendo as intuigoes de da Costa. Virtualmente as
mesmas semanticas de traducoes possiveis entao ajustam-se a Cy,, e a C7,
0 que acresce o interesse por esta nova semantica.

Mas as mudangas e caracterizacoes nao param por ai. J. Marcos em
[Mar99] refere-se a légica LC'D como W4, e mostra nesse mesmo trabalho
que Wj ¢ a légica paraconsistente Js, introduzida por D’Ottaviano e N. da
Costa em [DAC70]3.  Surpreendentemente, esta légica aparece também,
em abordagens independentes, com as seguintes designacoes: CLulNs em
[Bat89], como LFI1 em [CMdAO00], e como sistema &, introduzido anos
antes em [Sch60]%.

Uma pergunta que poderia ser feita é por que C7 nao foi traduzida dire-
tamente em J3 ao invés de LC'D ou W47 A explicacao dada pelos autores
é que, a priori, J3 nao oferece a intuigao necessaria para exprimir o signifi-
cado dos conectivos de C1, e para isso fez-se necessario a criagao da logica
LCD ou W3, com uma multiplicidade de conectivos, para que as tradugoes
fossem definidas a fim de se obter um teorema de completude, baseado nos
resultados de conveniéncia e representabilidade, vistos acima. Somente a
posteriori soube-se que estes sistemas eram os mesmos.

Depois, em [CMO02], W. Carnielli e J. Marcos renomeiam o traducto de
C como LFI1, fixando a nomenclatura adotada em [CMdA00]. Em nosso
caso chamamos todas essas logicas por Tradc,, significando que esta é capaz
de prover um teorema de completude com base nas semanticas de traducgoes
possiveis para Cf.

Além do interesse conceitual, as seméanticas de traducbes possiveis de-
terminam imediatamente um procedimento de decisdo em muitos casos. Se
S é um sistema dedutivo que é correto e completo com respeito a uma
semantica de traducoes possivies com base em léogicas decidiveis, entao o
seguinte algoritmo d4 um critério de decidibilidade para S:

Dada uma férmula «, queremos decidir se a é (ou nao) um teorema de

S.

3 A demonstracdo detalhada de que M4 e Js sdo dedutivamente equivalentes é feita na
dissertac@o de mestrado de J. Marcos em [Mar99], na segdo 3 do Capitulo 2, p.55-59.
4 Para detalhes de demonstacdes conferir no capitulo IL7.
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1. Considere a classe (finita) das tradugoes de «;

2. Verifique se cada tradugdo é um teorema em cada uma das légicas
decidiveis (nas quais se baseia a semantica de tradugoes possiveis para

S);
3. Em caso positivo, a é um teorema de S. Caso contrario, nao é.

Nao tratamos aqui, obviamente, da questao da complexidade deste pro-
cedimento de decisao, o que é uma questao em aberto.

3.4 Os traductos trivalentes e suas propriedades algébricas

Os traductos trivalentes que estudamos nessa secao sao aqueles capazes de
prover um teorema de completude via semantica de tradugoes possiveis para
as logicas da inconsisténcia formal, que como ja vimos, constituem uma
importante familia de légicas paraconsistentes que permitem expressar a
nocao de consisténcia e inconsisténcia.

Com base no artigo de J. Marcos (cf. [Mar]), em que o autor esquematiza
o conjunto das tradugoes que garantem completude para muitas das légicas
da inconsisténcia formal, estudadas em [CMO02] e [CCMO04], é possivel es-
pecificar quais sao os traductos dessas respectivas légicas.

Considere as seguintes tabelas abaixo, em que 7, e 1 sdo valores distin-
guidos:

1 1/2 0 1 1/2 0 — |1 1/2 0

L [Y|7]0 I ANFANA L% |Y|0
Yol Yo Y2]0 Yol Yol Vo | o Yol Vol Vo] O
0]0]01|O0 0 1/2 1/2 0 0 1/2 1/2 1/2
! -2 -3 01 02 o3

1 0 1 0 1 0 1|1 1 1/2 110
1/2 0 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 0 1/2 O 1/2 0
01 0% 01 01 0 | Y, 010

Os traductos Tradpy, Tradmpc, Tradmci, Tradprg, Tradyc, Tradc;,
Tradprge, Tradyce € Tradcie sao todos caracterizados por combinagoes das
tabelas dadas acima. Vejamos, agora, as assinaturas dos traductos men-
cionados acima:
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- z:Tradp] = {\/7 A, —, _‘17_‘2}-

- Yrradppe = {Vs A, —, 71, 712,02, 03}
- Yradpe; = 1V Ay —, 1, 712,01 )

- XTradpry = Vs A\, —, 01, 3}

- YPradye = 1V, A, —, 71, 713,02, 03}
- Yradg; = {Vs A, —, 01,713,011}

- Yrradprge = {\/’ Ny =, 71, _‘3}'

- 2T?"obdbce = {\/7 Ny —, 71,713, 02, 03}'
- YTradgie = {V> A, —, 71, 73,01 )

O Teorema a seguir refere-se sobre a definibilidade dos conectivos ex-
pressos pelas tabelas acima. Denotamos por .# a Y-matriz formada pelas
tabelas dadas acima.

Teorema 3.4.1. (a) Os conectivos —, o1 e 3 sGo suficientes para expres-
sar todos os demais.

(b) Qualquer conjunto que expresse todos os conectivos em M deve conter
—3 necessariamente.

(c) =3 nao € suficiente como unico conectivo undrio em um conjunto de
fungoes que expressem todos os conectivo em M .

Demonstragdao. (a) O leitor pode verificar que:

e aVpis (a—p)—p

e 0o & ( — o1a0)

o< o1(aVa)
a B & oy(maV -18)

ogar & o1 A (o1(a — oj@))

90 < (a — (o))
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(b) Observe que nenhuma das fungbes undrias, com excecao de -3, é inje-
tora. E claro que composicao de fungoes nao injetoras produz funcoes
nao injetoras.

Por outro lado, qualquer composigao das fungoes bindrias (A, V,—)
deixa de ser sobrejetora, pois o valor 1 nao esta na imagem destas com-
postas (verifique na tabela). Em decorréncia, como qualquer tentativa
de se definir —3 serd uma funcao unaria aplicada a uma composicao
qualquer de fungdes (e portanto nao injetoras), ou casos particulares
de funcoes binarias aplicadas a uma composicao qualquer de funcoes
e, portanto, nao sobrejetora. Como —3 é bijetora (ver tabela), entao
nao pode ser obtida em nenhum dos casos.

(c) Qualquer composicao g de fungdes binarias obtida de (V, A, —) sob o
valor Y,, isto é, g(¥,,s) = Yo, também —3(Y,) = Y,.

Portanto se nao usarmos alguma funcao adicional, nao poderemos
obter 01, 02, 03, 711 € 2.
O

Teorema 3.4.2. Seja S = (X,s) um sistema dedutivo. Se os conectivos
A, —, 01, dados pelas tabelas acima, sao definiveis em X, entdo S € finita-
mente algebrizdvel.

Demonstragao. Cosidere os seguintes simbolos definidos:
cacBE@—BAB—a)
e aAf def (a0 < B) A (010 <> 013)

Suas tabelas sao as seguintes:

— |1 1/2 0 Al 1/2 0
1 (Y] Y]0 11%1]101]0
Vo |V2|V2]0 /2101710
0100 0]0]0|Y%

Seja (A, (¢,0)) um conjunto tal que:

- aABE (o B) A (o1a > 013)
-e(p) E (0 — )
S5p) (=) =

Vejamos que (A, (€,d)) é um conjunto de algebrizadores para S.
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(i) Es pAp: é evidente pela tabela do A.
(ii)) @AY s ¥ Ap: é evidente pela tabela do A.

(iii) @AY, YAN Es pAX: basta verificar que quando Ay e P Ap tem valor
distinguido na tabela, também é o caso que @ A\ tém valor distinguido,
isto é, (1 ou ,).

(iv) polipo, p1A¢%1 s §(vo, 1) Al(Yo,¥1), em que § € {A,V,—, 01,7,
—3}: Basta notar que @A tem valor distinguido (1 ou %,) quando
w(p) = w(t) (confira tabela), dai é imediato ver que =s #(@o, v1)

Aﬁ(,(bO? 7111)

(v) o =Es d(p)Ae(yp) :
- Se w(p) = 1, entdo w[d(¢)Ae(p)] = Vs

- Se w(ip) = Y, entiio w[d(P)Ac(p)] = s
- Se w(p) =0, entdao w[d(¢)Ae(p)] =0

Isto significa que se ¢ tem valor distinguido, entao ((¢ — ¢) —
©)A(p — ¢) também tem valor distinguido e caso contrario tem valor
nao distinguido.

O]

Corolario 3.4.3. Os sequintes traductos sdo finitamente algebrizdaveis:
Tradmpce, Tradmci, Tradyc, Tradei, Tradpce € Tradcie-

Demonstracao. E facil ver que o« gt —1—102¢. Com base no Teorema 3.4.2
sabemos que os traductos que contiverem na assinatura o conectivo o é
finitamente algebrizavel (uma vez que os conectivos A e — s@o comuns a
todas as assinaturas consideradas acima). Também o sdo os que contém
os conectivos -1 e o9, pois o1 é definido a partir destes. Portanto (veja a
relacdo dos conectivos acima) os traductos Tradmpc, Tradmci, Tradpc,
Tradci, Tradpce € Tradcie sao todos finitamente algebrizaveis. ]

E importante notar que, apesar de os traductos estarem sendo algebriza-
dos pelo mesmo conjunto de algebrizadores, isto nao significa que eles sao
algebrizaveis pela mesma quase-variedade algébrica. Para tal precisariamos
aplicar o mesmo raciocinio utilizado no Capitulo 4 para mostrar que P! e
I' sdo algebrizdveis na mesma quase-variedade, mostrando que essas 16gicas
podem ser escritas na mesma linguagem, e mais ainda, mostrar que estas
sao fortemente inter-tradutiveis, com base na Definicao 4.2.7.
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O Teorema 3.4.1 mostra que todos os traductos sdo expressaveis na
mesma linguagem, portanto bastaria mostrar que existem traducgoes con-
servativas entre estes sistemas, e também que eles sdao todos fortemente
intertradutiveis. Nao atacamos esta questao aqui, mas conjecturamos que o
resultado pode ser demonstrado sem grandes complicagoes.

Os resultados obtidos nessa secao serao lteis para o préximo capitulo,
que é reservado para a apresentacao de uma nova propoposta de algebrizacao
que é capaz de algebrizar légicas antes nao algebrizaveis, como é o caso de
algumas légicas paraconsistentes.



4. SEMANTICAS ALGEBRICAS DE TRADUCOES POSSIVEIS

Este capitulo, que é a parte original e a mais importante desta Dissertacao,
tem por objetivo apresentar uma nova definicao de algebrizagao que estende
o método de Blok-Pigozzi, a qual chamamos de semanticas algébricas de
traducdes possiveis , e que denotamos por SATP’s.

Nosso objetivo consiste em propor uma solugao a um problema em aberto
desde 1963, a algebrizacao das légicas paraconsistentes C,. A primeira ten-
tativa se deu em [dC66], um trabalho do préprio da Costa de 1966, intitulado
“Algebras de Curry”, numa Tese apresentada em um concurso de Cétedra
no departamento de Filosofia da USP. Nesse trabalho, ele define as chama-
das algebras de Curry e seus casos particulares, as dlgebras C),, e mostra
que tais algebras preservam muitas propriedades das dlgebras de Boole.

Newton da Costa percebe que a logica C] apresenta uma incompatibi-
lidade entre a negacao e a equivaléncia, no sentido que se ¢, o < 3 nao
implica que k¢, =3 < —a, e nota que isso impede de passar o quociente.
Mesmo assim continua a investigacao dessas algebras, do ponto de vista
estritamente algébrico e nao do légico, e mostra que toda dlgebra C; é um
reticulado implicativo classico.

E bom lembrar que, embora ele se refira vagamente & aproximacao entre
a algebra C e a logica C, assumindo que légica e dlgebra estao conec-
tadas, em nenhum instante é mostrado que existe uma correlacao forte, sim-
ilar as das algebras de Boole com CP, entre tais estruturas. Hoje se sabe
que isso nao é possivel, dado que C7 nao é algebrizdavel nem pela acepcao
cléssica, tao pouco pela nocao estendida de Blok e Pigozzi, cf. [Mor80] e
[LMS91]. Isso evidencia a falta de clareza com relagdo a algebrizagao de
logicas existente nesse periodo, de resto aceitavel, dado que o método de
Lindenbaum-Tarski, além de ser o tnico, de certa forma também faz uma
aproximagcao informal entre 1égica e dlgebra, exigindo que se estabeleca uma
relagao de equivaléncia que seja uma congruéncia, conectando as duas estru-
turas. Embora tivesse notado a existéncia do problema em separar as classes
de equivaléncia pela operacao quociente nos calculos C,,, talvez Newton da
Costa nao tivesse percebido que a solugao para a algebrizagao desses calculos
devesse abandonar de vez qualquer tentativa de se obter uma congruéncia
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que os algebrizasse, fato somente demonstrado por Mortensen em [Mor80)].

Em 1971, Antonio Mério Sette retoma a pesquisa nesse campo e faz
um estudo dos hiper-reticulados C,, em sua Dissertagao de Mestrado (cf.
[Set71]). Esse trabalho ataca um dos problemas deixados em aberto por
Newton da Costa, no trabalho mencionado acima, acerca das algebras C,,.

Em 1977, Manuel M. Fidel introduz modelos algébricos para os cédlculos
Cp, 1 <n < w, em [Fid77]. Neste artigo aparece um resultado muito in-
teressante que mostra que o produto direto de uma familia de C,,(C.,, Cy,)-
estruturas (N-saturadas) é uma C,,(C/,, Cy,)-estrutura (N-saturada). Este re-
sultado é a melhor aproximacao entre as 1égicas paraconsistentes e a algebra
universal, até o presente momento. Este tépico merece um estudo mais apro-
fundado, mas aqui nao nos ocupamos deste problema.

Anos mais tarde, em 1980, Mortensen mostra no artigo [Mor80] que todo
quociente de algebra para C; é trivial. Mesmo assim, em 1984, Carnielli e
Alcantara retomam as idéias de da Costa e A. M. Sette, e definem claramente
o0 que se entende por dlgebra paraconsistente, referindo-se a tais algebras
como dlgebras de da Costa, conforme [CdA84]. Neste artigo, eles investigam
as propriedades dessas algebras e mostram exemplos e caracterizagoes im-
portantes, tal como o resultado que toda algebra de da Costa é isomorfa a
uma algebra paraconsistente de conjuntos, e que o sistema de fecho de todos
os filtros das dlgebras de da Costa é paraconsistente. Para a época era a mel-
hor caracterizacao que se tinha, pois ainda nao havia uma definicao formal
do que significa uma légica ser algebrizavel, que como ja vimos no Capitulo
2, ocorreu somente em 1989 com o trabalho de Blok e Pigozzi cf. [BP89]. O
trabalho de Lewin et allia cf. [LMS91] é a resposta final & questao da alge-
brizacao de C),. Agora entramos em cena. Nossa proposta para contornar a
questao é algebrizar via semanticas de tradugoes possiveis.

Comegamos este Capitulo mostrando que a légica que verifica as con-
digoes das algebras de da Costa é a logica Cil, e nao C7, como pensavam
Carnielli e Alcantara em [CdA84], pois o axioma de propagacao do bom com-
portamento de uma férmula, em Cy (ou Cila, pela classificacao taxonémica
de [CMO02]) propagacao da consisténcia, nao pode ser expressado nessas
algebras. A légica que cumpre esse papel é um subsistema de C1, a légica
Cil. Para a compreensao deste resultado apresentamos a definicao das
algebras de da Costa ou da Costa-algebras.

A definicao de algebrizagao via semanticas de tradugoes possiveis é clas-
sificada por trés vias, com grau de rigorosidade crescente: SATP’s ampla,
estrita e n-valentes. No caso das definicoes ampla e estrita, uma é caso
particular da outra, e a definicdo mais rigorosa é a semantica algébrica
de traducdes possiveis m-valentes. Esta ultima limita o escopo de atuagao
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das seméanticas de tradugoes possiveis, e isso refletird na algebrizacao via
tradugoes. Todos os exemplos obtidos de 1égicas algebrizaveis via semantica
de traducoes possiveis sao do tipo n-valentes. O ponto positivo desta abor-
dagem ¢ a preservacao da finitariedade, tal como em Blok e Pigozzi, a menos
de traducao.

Finalizamos fazendo uma andlise categorial, despretenciosa, das seman-
ticas de traducgoes possiveis, olhando para estas por meio do produto cate-
gorial. Obtemos resultados de preservacao da algebrizacgao finitaria, e mos-
tramos também que o conjunto de tradugoes possiveis pode ser substituido
por uma traducao conservativa.

Esses resultados permitem tirar conclusoes interessantes a respeito das
SATP’s, e abre campo para discutirmos quais sao as possiveis propriedades
que podemos extrair da definicdo das SATP’s.

4.1 Algebras de da Costa e a logica Cil

Conforme nos referimos no inicio deste capitulo, o artigo [CdA84] resolve da
melhor maneira possivel, dentro das disponibilidades conceituais na década
de 80, a questao da caracterizagao algébrica da hierarquia C,, em particular
no caso de C'1, propondo uma contrapartida algébrica para certas logicas
paraconsisentes e mostrando que tal contrapartida seria a melhor possivel,
por meio de um teorema de representagao.

Argumentamos aqui que as dlgebras de da Costa definidas em [CdA84]
constituem o retrato algébrico da légica Cil, e nao da légica C'y. Dessa forma,
nao parece possivel que a solucao de Carnielli e Alcantara possa dar conta
dos sistemas paraconsistentes mais complexos (conforme a hierarquizagao
de [CMO02]).

Nosso objetivo é mostrar que a légica que tem como contrapartida algébrica
as logicas paraconsistentes de da Costa é a 1égica Cil.

Vejamos, entao a axiomatica de Cil:

Axiomas

Axl. Fei (Oé — (ﬂ - Oz))

Ax2. Fen ((a = B) = ((a = (B —=17)) = (@ —=7)));
Ax3. l_Cll (a ( (04 /\6)))
(

Ax4. Fopn (A B) — «)



4. As Semanticas Algébricas de Tradugoes Possiveis 101

Ax5. Fei (A B) — B)
Ax6. Fci (a— (aV )
Ax7. Fca (B — (aV 3))

Ax8. Fcil (0 = 7) = (B —7) = (V) = 7))
Ax9. Fcii (aV (a — 3))

Ax10. Fep (@ V =)

AxIL. Fop (——a — )

AXI2. b =0 a — (a A —a)

AxI3. Foi oo — (a — (~a — 8)

Ax14. Fep ~(a A —a) — o

Regra: Modus Ponens

a, a— 0

g

Definig¢ao 4.1.1. Considere a estrutura % = (U, 0, 1, <, A, V, D, /), em
que U é o dominio da estrutura e < é uma quase ordem. Chama-se dlgebra
de da Costa a estrutura que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) anb<a;anb<b;

(2) Sec<aec<b, entaoc<aAb;

(3) aha=a,aVa=a;ondea=>bssea<beb<a;
(4) an(bVe)=(aAb)V (aNc);

(5) a<aVvVbb<aVb;

(6) Sea<ceb<c, entao aVb<c;

(7) an(aDb) <b;

(8) Se aAec<b,entdao c< (aDb);

(9) 0<a;a<l,;
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(10) 2° < (2')°, onde x° = (z A z');
(11) z vz =1;

(12) ()

(13) a® < (bDa’) Db');

!/

(14) (z° A (2°) ) = 0;

<z

O proximo teorema mostra que a légica que satisfaz as propridades das
algebras paraconsistentes (dlgebra de da Costa) é a légica Cil, uma extensao
conservativa da légica bC.

Proposicao 4.1.2. A Algebra de da Costa % = (U, 0, 1, <, A, V, D, ')
€ a contrapartida algébrica de Cil considerando a estrutura:

Cil= (For, 0, 1, <ci1, N, V, —, =) e definindo: a <cj b sse a ¢ b,
0=opy ApoA=po e 1= (poV—po)

Demonstragao. Vejamos:

(a) (aNb) <ci a;
E imediato do axioma Cil 4.

(b) (a Ab) <cu b;
E imediato do axioma Cil 5.

(c) Se c <cpaec<cqb, entdo ¢ <cj a A b;
E direto do axioma Cil 3.

(d) aNa=a;
Basta mostrar que a Aa <cja e a <cj a A a, ou seja, a A a i a.

(=) Direto do axioma Cil 4.

(=)

1. a [ Hip |

2. (a—(a—(ana))) [Ci3]

3. a—(aNa) [ M.P em 1 e 2]

4. ala [ M.P em 1 e 3]
(e) aVa=a;

Basta mostrar que a V a "¢y a.

(«<=) Direto do axioma Cil 6.
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(=)

T W

- (a—a) = ((a—a) = ((aVa) = a))

a— a

. (a—a)— ((aVa)—a))

(aVa)—a
aVaktegia

(f) an(dVe)=(aNb)V (aAec);
Devemos mostrar que a A (bV ¢) cu (a Ab) V (a Ac)

[ Cil 8 |

[Lm 1.2.2 (a) |
[MPem2el]
[M.Pem2e 3]
[ Teo. Ded em 4 ]

[ Cil 3]

[ Teo. Ded. em 1 |

[ Andlogo em 2 ]

[Cil 6]

[ Monot. em 4 |
[M.Pem1leb5]

[ Andlogo em 6 |

[ Teo. Ded. em 6 |

[ Teo. Ded. em 7 ]
[Cil8 + MPem 8e9]
[ Teo. Ded. em 10 ]

[ Teo. Ded. em 10 |
[Cil 4]

[ Cil 5 ]

[Cil 6]

[ Trans. em 2 e 3 |
[Cil 3]

[ Trans. em 1 e 5 |

(bve))) — ((anb) —an(bVve))| [Cil2]

MPem4eT]
M.Pem6e 8|

(=)

1. (a— (b—(anb))

2. a,bFcpand

3. a,ckcpaAc

4. (aNb)— (aAb)V(aNc)

5. a,blFci (aAb) — (aAb)V (aAc)

6. a,bFci(and)V(anc)

7. a,ckci(aAb)V(aAc)

8 abtcub— (and)V(aAc)

9. atcac—(anb)V(aNc)

10. atciap (bVe)— ((anb)V(aAc))

11. a,(bVe)bken ((aAb)V (aAc))

12. (an(bVe)— ((anb)V(anc))

(<)

1. (anb)—a

2. (anb)—b

3. b—(bVe)

4. (anb)— (bVc)

5. a— ((bVe)—(an(bVe))

6. (anb)— ((bVe)—(an(bVe)))

7. ((a(/\ b) = (bVe) — [(anb) — ((bVc)
— (a N

8 (anb)—=((bVe)—(an(bVe)))
— ((anb) —aNn(bVe))

9. ((anb)—aAn(bVe))

10. ((aAe)—=an(bVe))

11. ((aAb)V(aAec)—aAn(bVe))

(g) a <ciaVb;
Direto do axioma Cil 6.

[

[

[ Andlogo 1-9 |
[Cil8em 9e10]
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(h) b<cinaVb
Direto do axioma Cil 7.

(i) Sea <ciceb<ciyc,entdo aVb<cj ¢
Direto do axioma Cil 8.

(G) aN(a—0b) <cab;

1. aA(a—b) [ Hip |

2. (an(a—b)) —(a—b) [Cil5[b/(a— D) ]
3. a—b [M.Pem 1le2]
4. aN(a—b)—a [ Cil 4]

5. a [MPem1ed4]

6. b [MPem 5 e 3]

(k) Se a A c<ci b, entao ¢ <cj a — b;

1. a,ckcnanc [Cil 3]

2. aNckepd [Hip]

3. a,ctcubd [ Transem 1 e 2 |

4. ckepa—b [ Teo.Ded em 3 |
(D) 0 <ci a;

Direto da defini¢ao de 0 e pelos axiomas Cil 4, Cil 13 e (MP).

(m) a <cin1;
Direto da defini¢ao de 1 = (x V —z) e do axioma Cil 10.

(n) ox <cj o(—x), onde ox = =(x A —x);
Direto do axioma Cil 11 e De Morgan.

(o) xV—-z=1,onde a=">bssea<cybeb<cipa;
Sai do fato de 1 ser uma instancia do axioma Cil 10.

(p) ~(=7) <ci 7;
Direto do axioma Cil 11.

(q) ca <ci (b — a) — ((b — —a) — —b);
Direto do axioma Cil 13.

(r) ox A —(ox) =0.
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1. ox A —(ox) [ Hip |

2. (ox A—(ox)) — —(oz) [Cil 5]

3. —(ox) [M.Pem 1le2]
4. —=(x A -x) [ Defoy em 3 |
5. —=(x A—x) — (xA-x) [Cil 11 ]

6. (xA-x) [M.Pem4eb5]
7.0 [ Defo em 6 |

O

Uma questao que surge € se as algebras de da Costa formam uma se-
mantica algébrica (ndo equivalente) para a légica Cil, pois sabemos que nao
se trata de uma semantica algébrica equivalente, dado que todo subsistema
de C} nao ¢ finitamente algebrizdvel (ver Corolério 2.4.5).

4.2 Semanticas algébricas de tradugoes possiveis

As semanticas algébricas de tradugdes possiveis (SATP’s), também chama-
das de algebrizacdo a distancia, constituem uma nova maneira de se pen-
sar a algebrizacao, baseada na idéia das semanticas de tradugoes possiveis.
Chamamos as SATP’s de algebrizacao a distancia, pelo fato de que esta usa
as tradugoes como mediadoras para a algebrizagao. Como dissemos ante-
riormente, nossa pretencao é estabelecer um resultado de algebrizagao para
légicas que nao sao algebrizaveis pelos métodos conhecidos considerados nos
Capitulos 1 e 2.

As definicoes sdo classificadas ordenadamente visando, de maneira gra-
dual, adequé-las aos exemplos obtidos para essa nova abordagem, e também
para evitar que a definicao seja trivializavel. Ha ainda muito o que investigar
acerca desse novo objeto matemético, e a nossa pretencao, aqui, consiste
apenas em expor as idéias por meio de exemplos concretos e convencer que
essa proposta pode ser vista como uma algebrizacao. Mostramos que as
caracteristicas algébricas de uma légica pode ser resgatada, em partes, por
meio das tradugoes.

Um ponto que ainda precisa ser investigado a respeito dessa nova pro-
posta, é a respeito das propriedades algébricas que sao refletidas para a
l6gica, por meio das tradugoes. Na préxima se¢ao iniciamos uma andlise, por
intermédio das categorias, visando investigar as potencialidades da definicao,
deixando para o futuro aprofundamentos nessa area.

Definicao 4.2.1. Uma estrutura algébrica ampla de tradugdes possiveis
para um sistema dedutivo S é uma tripla PA = ({(Trads): }er, {K¢ }eer, T)
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tal que:

(i) TP = ({(Trads)i}ier,T) é uma estrutura de tradugdes possiveis para
S;

(ii) Para cada t € T, K; é uma semantica algébrica equivalente! para Trads.

Definicao 4.2.2. Uma estrutura algébrica estrita de tradugoes possiveis
para um sistema dedutivo & é uma tripla PA = (T'rads, K, T'), tal que:

(i) TP = (T'rads,T), ¢ uma estrutura de tradugdes possiveis para S;

(ii) X é uma semantica algébrica equivalente? para Trads.

A definicao de semantica de traducgoes possiveis, a priori, permite que
qualquer légica tenha uma tal semantica por essa via. Poderiamos pensar
que as semanticas algébricas de traducoes possiveis sao triviais, no sen-
tido que toda logica, a priori, pode ser associada a um traducto finita-
mente algebrizavel, pois nao existe um resultado de unicidade com relagao as
semanticas de tradugoes possiveis. Com isso, nada nos garante que nao existe
um outro conjunto de tradugdes em um outro traducto algebrizédvel. Por en-
quanto essa é uma questao em aberto, embora temos a crenca de que isso nao
seja o caso. Uma evidéncia a nosso favor esta no artigo [BR03|, em que Blok
e Rebagliato mostram quais sdo as condigoes necessarias para que um sis-
tema tenha uma semantica algébrica. Nesse artigo, eles mostram exemplos
de légicas que nao possuem semanticas algébricas, logo nao terao semantica
algébrica equivalente, e portanto nao serao finitamente algebrizaveis. Sendo
tais légicas tao débeis, tais logicas poderiam também ser desprovidas de
uma semantica de traducoes possiveis, mas sao questoes a serem analisadas.
Com o intuito de dificultar a possibilidade de trivializacao, modificamos a
Definicao 4.2.1, uma vez que a Definicao 4.2.2 é uma caso particular desta,
da seguinte maneira:

Definicao 4.2.3. Seja PA = (Trads,K,T), uma semantica algébrica de
tradugoes possiveis para S, chamamos PA de semantica algébrica n-valente
de traducgoes possiveis se os traductos Trads sao légicas n-valentes.

Como vimos no Capitulo 3, a légica paraconsistente C'; tem uma seméan-
tica de tradugoes possiveis em Tradc,, que € a logica LFI1, que é mostrada
equivalente a J3.

E importante aqui notar (veja Fato 4.2.4) que as férmulas de da légica
trivalente L3, proposta por Lukasiewicz , podem ser definidas pelos conec-
tivos V3, V% e =% isto ¢, os conectivos primitivos de Lz sao definidos

! Cada traducto Trads é Blok-Pigozzi algebrizavel.
2 0 traducto Trads é Blok-Pigozzi algebrizavel.
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por meio dos conectivos de J3. O resultado inverso também acontece (veja
Fato 4.2.5), isto é, os conectivos de J3 sdo definidos através dos de Ls.
Contudo J3 e L3 nao sdo as mesmas légicas, pois L3 tem um tnico valor dis-
tinguido, a saber, {1}, enquanto que J3 tem dois valores distinguidos, isto é,
{1,%2}. Pelo fato de terem diferentes conjuntos de valores distinguidos, nao
validam os mesmos teoremas. Para um contra-exemplo, veja Fato 4.2.6.

Apesar de ndo serem a mesma légica, J3 e L3 tém uma conexao algébrica
bastante surpreendente; ambas sao algebrizaveis pela mesma quase-variedade
algébrica, a saber, pela variedade das MV-algebras trivalentes de Moisil,
confira Corolario 4.2.10. Para tanto, vejamos as suas tabelas.

As matrizes de Js:

VBT, ]0 vs —73

1 |11 1 1 1 1 0

AR FAFA AR AR

0 [1|%]|0 0 0 0 1
As matrizes de Ls:
vEs 119,10 AT 1YL ]0 L 11]%.]0 —ks
1 11111 1 11%10 1 11%1]0 1 0
Yo | 1| V] Ve Yo | Vo] V2]0 Vo |11 | Vo | Vo
0 |1|%|0 0 01010 0 17111 0 1

Como a negacao -~ de Ls é a mesma de =73 de J3, podemos entdo definir
os conectivos basicos de J3 em L3 e vice-versa, conforme os fatos abaixo:

Fato 4.2.4. Os conectivos de L3 sao definidos, em J3, da sequinte maneira:

(i) A=t B (T8 (54) Vi B) A0 (VAB) V5 (+74)).

Fato 4.2.5. Os conectivos de J3 sao definidos, em L3, da seguinte maneira:
(i) AV’ B < (A —Ls B) —»Is B;
(ii) VA (~Ls A) —1s A,

Como os valores distinguidos de J3 e L3 nao sdo os mesmos, isto é, ¥/, é

valor distinguido somente em J3, entao é facil verificar o seguinte resultado
abaixo.
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Fato 4.2.6. -y, (-p — p) — p e ¥, (-p — p) — p.

A possibilidade de definir os conectivos de uma légica na outra e vice
e versa, como é o caso de Ls e J3, permite que tais logicas possam ser
escritas sobre a mesma linguagem, mesmo sendo, historicamente, definidas

em linguagens distintas como mostramos acima?®.

Definicao 4.2.7. Sejam S; e S sistemas dedutivos sobre a mesma lin-
guagem L, e 7:8] — Sy e p: S — &1 tradugdes conservativas. Dizemos
que Si e Sy sdo fortemente inter-tradutiveis® se:

(i) ¢ 1kFs, p(7(9)), para ¢ férmula de Si;

(ii) ¢ 4Fs, T(p(¥)), para ¢ férmula de Ss.

Lema 4.2.8. Sejam S e Sy sistemas dedutivos fortemente inter-tradutiveis.
Se 81 € finitamente algebrizdvel, entdo Sy € finitamente algebrizdvel na
mesma quase-variedade algébrica de Sy

Demonstragdo. Conferir em [BP] p. 51, exemplo 4.3.1. O
Teorema 4.2.9. As ldgicas J3 e Lz sdo fortemente inter-tradutiveis

Demonstragao. Considere as seguintes tradugoes:
7(a) = $a de J3 em Lz, em que {(a) = 3o =13 =lsq, e
p(a) = O(a) de Lz em J3, em que O(a) = ~I2O-13a.
As tabelas de ¢ e [0 s@o as seguintes:

& O
11 11
Jo| 1 /2|0
00 00

Vejamos que 7 : J3 — L3z e p : L3 — J3 sado traducgdes conservativas,
isto é:

() T =g a sse O =L, Oa, em que OI' = {Oy iy e Tl

3 Quando Blok e Pigozzi afirmam que as tabelas de -3 ¢ —73 sd0 as mesmas, em [BP]
p.- 46, eles consideram a escritura das logicas sobre a mesma linguagem, pois o objetivo
é mostrar que as légicas L3 e J3 s@o equivalentes no sentido da Definicao 4.2.7 desta
Dissertagao.

* Em [BP] os autores utilizam o termo equivalentes para esse mesmo fato. Esse resultado
é ilustrado pelo Teorema 4.2, p. 44, deste mesmo artigo.
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(ii) I' Er, @ sse 0@ =y, Do, em que O = {0y : vy € T'}.

Para verificar (i), basta notar que v(a) € {1, %} sse v({a) € {1}, isto é, a

traducao 7 transforma valores distinguidos de J3 no tinico valor distinguido

de L3, e a verificagao de (ii) é andloga. Com o mesmo tipo de raciocinio é

facil verificar que: a 4+, ¢Oa, e o 4y, OO« (note que estamos fazendo

uso dos teoremas de corregao e completude), ou seja:

a Az, 7(p(a)), para o férmula de L.

a "y, p(T(a)), para o férmula de Js3;

Portanto, com base na Defini¢ao 4.2.7, J3 e L3 sdo fortemente inter-tradutiveis.
O

Corolério 4.2.10. As ldgicas J3 e Lg sdo dlgebrizdaveis pela mesma quase-
variedade algébrica, a saber, as MV-dlgebras trivalentes de Moisil ®.

Demonstragao. E conhecido que a légica trivalente L3 é algebrizavel pela va-
riedade das MV-algebras trivalentes de Moisil, dai a partir do Teorema 4.2.9
e Lema 4.2.8 o resultado segue. O

Um resultado andlogo ao Coroléario 4.2.10 pode ser obtido entre a légica
trivalente paraconsistente P! e a légica trivalente paracompleta I'. Esse
resultado era de certa forma esperado, uma vez que essas logicas sao topo-
logicamente as mesmas, no sentido de serem duais e preservarem os mesmos
teoremas suficientes para a algebrizacao.

Embora essas légicas sejam ideologicamente distintas, isto é, uma seja
paraconsistente e a outra intuicionista, a diferenca entre elas é muito su-
til, pois mesmo sendo o conjunto de valores distinguidos destas diferentes
(conferir Capitulo 2), se escrevermos P! e I' numa mesma linguagem (o
que é possivel pelos Fatos 4.2.11 e 4.2.12 a seguir) e considerarmos que as
tabelas complexas absorvem o valor intermedidrio Y,, entdo toda férmula
complexa nesta linguagem que é teorema de P! é também teorema de I' e
vice-versa, dai a unica diferenca, entre tais logicas, é a nivel das dedugoes,

®Em [BP], os autores se referem erroneamente as MV-ilgebras trivalentes como
“algebras de Wajsberg”. O nome “dlgebras de Wajsberg” é reservado somente para o
caso infinito valentes. Para o caso finito essas algebras sdo comumente chamadas de
MV, -algebras de Lukasiewicz.

As MV-algebras 3 e 4 valentes foram estudas por Moisil, e os demais casos por R. Cing-
noli. Em [Fei97], H. Feitosa batiza as MV-dlgebras n-valentes, para n > 5, de Cignoli
algebras. Seguindo esta motivacdo, chamamos o caso trivalente de MV-dlgebras triva-
lentes de Moisil.
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veja Lema 4.2.13. Isso ajuda a entender o fato de a algebrizacdo de P! e I'
(conforme argumentamos abaixo) serem as mesmas.
Considere os seguintes fatos:

Fato 4.2.11. Os conectivos de I' sdo definidos, em P, da sequinte ma-
neira:

(i) o € P a =P a);

(i) (o =" ) 2 (<P <Fla P PP ),

Fato 4.2.12. Os conectivos de P' sao definidos, em I', da sequinte ma-
newra:

(i) -0 (0 =1 <Ma);

(ii) (« N B) & (—\Ilﬂpa . ﬁll—\llﬂ),

Lema 4.2.13. P! e I' ndo tém as mesmas deducdes quando escrito sob
uma mesma linguagem.

Demonstracdo. Considere P! e I' escritos na linguagem de P! e tome as
férmulas atomicas p1 e pg Como p; e =7 P! p1 estdo disponiveis dentro de I,
podemos escrever pi, — pl Jz‘pl P2, pois tomando v(p1) = Y, v(=F Pl p1) =1
e v(p2) = 0 tem-se que py e -F p1 sao satisfeitas, mas P9 nao é satlsfelta
ja que 1 e Y, sdo distinguidos em P!. Agora pi,— p1 71 p2, pois py e

p1 nunca sao satisfeitas em I', j4 que 1 é o tnico valor distinguido de
I 1. Portanto, pelo menos a nivel atomico, P! e I' nfo tém as mesmas
deducgoes, quando escritos sob uma mesma linguagem. ]

Teorema 4.2.14. As ldgicas P! e I' sdo fortemente inter-tradutiveis

Demonstracao. Partindo dos Fatos 4.2.11 e 4.2.12, acima, notamos que é

possivel escrever ambas as légicas dentro da mesma assinatura. Fixemos
. 1 1 . . ~

agora a assinatura ¥ = {= , —! }. Considere as seguintes traducoes:

L r:Pt—1TI
T(a) = $a, em que Sa = 1 '

2.pII1—>P1
p(@) = Oa, em que Do = (o =" ~T'a) 1" T (a =1 ~T'a)

Observe que as tabelas de { e [ sao idénticas as do Teorema 4.2.9 e
com isso temos que a demostracao de que 7 e p sao traducoes conservativas
de P! em I' e vice-versa é idéntica. Isso mostra, portanto, com base na
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Definicdo 4.2.7, que P! e I' sdo fortemente inter-tradutiveis, isto é:

(i) T Ep1 asse OI' Epn Qay, em que T = {Oy 1y € T'};
(i) T =p asse O Epi Oa, em que O = {0y : v € T'};
(iii) a 451 7(p(a)), para o férmula de I';
(iv) a "Fp1 p(7(a)), para a férmula de P! O
Este resultado nos permite concluir, com base no Lema 4.2.8, que P!
e I' sdo algebrizdveis na mesma quase-variedade algébrica, e esse mesmo
resultado pode ser estendido para toda a hierarquia P™ e I"™ como mostrado
em [Bue].
Poderiamos pensar que a tinica quase-variedade capaz de algebrizar P! e
I" fosse a mesma de J3 e Lz, mas isso ndo é o caso, pois nao é possivel definir
nem os conectivos de P! e nem os de I' em J3 ou Ls, j4 que os conectivos
de J3 e L3 nao absorvem o valor %,, e portanto ndo podemos expressar os
conectivos de todas essas légicas numa mesma linguagem. Isso mostra que
a nocao de expressabilidade da logica reflete diretamente na algebrizagao,
mais ainda, na determinacao da quase-variedade algébrica.

Teorema 4.2.15. Seja S uma logica correta e completa em relagdo aTrads.
Se Trads € finitamente algebrizdvel, entao a logica S tem uma Semantica
Algébrica de Tradugdes Possiveis.

Demonstragao. E imediato da defini¢ao de semantica algébrica de traducoes
possiveis. O

Teorema 4.2.16. A variedade das MV-dlgebras trivalentes de Moisil € uma
semantica algébrica de traducdes possiveis 3-valente para Cy .

Demonstragao. Sabe-se que a ldégica trivalente LFI1 é um traducto para
a logica C1, conferir Capitulo 3, mais ainda, sabemos que LFI1 e J3 sao
equivalentes, no sentido que ambas tém as mesmas dedugoes. Dado que
J3 e L3 sdo ambas algebrizdveis na mesma variedade algébrica conforme
Corolario 4.2.10, entao pelo Teorema 4.2.15 e pela Definicao 4.2.3 C; ¢ al-
gebrizavel a distancia pela variedade das MV-dlgebras trivalentes de Moisil,
isto é, é algebrizavel a menos de tradugoes. O

Teorema 4.2.17. As ldgicas mCi, Ci, bC, bCe e Cie tém uma Semantica
Algébrica de Tradugdes Possiveis.

Demonstragcao. Dado que todas essas légicas sao corretas e completas com
relagdo aos seus respectivos traductos, como visto no Capitulo 3, e também
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que esses traductos sao algebrizaveis pelo mesmo conjuto de algebrizadores
conforme mostra o Teorema 3.4.3, dai pela Defini¢ao 4.2.3 concluimos que
todas essas légicas tém uma semantica algébrica de tradugoes possiveis. [

O argumento acima mostra que as légicas paraconsistentes C), e alguns
de seus sub-sistemas, podem ser algebrizados por meio de um conceito
estendido de algebrizabilidade definido aqui, as semanticas algébricas de
traducoes possiveis. Esta nova nogao de algebrizabilidade generaliza a nogao
de Blok-Pigozzi: de fato, considerando o sistema dedutivo S, para a qual K
é uma semantica algébrica para S na acepcao de Blok-Pigozzi, esta coincide
com uma semantica algébrica de tradugoes possiveis PA = ({L},{K},T),
em que 1" é um conjunto unitario contendo somente a traducao identidade.

4.3 Uma visao categorial das SATP’s

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e propriedades bésicas a res-
peito da teoria das categorias de tal forma a apresentar uma abordagem
matematica abstrata, que a nosso ver pode ser também relevante para ajudar
a compor uma interpretacao filoséfica das semanticas algébricas de tradugoes
possiveis.

O interesse em se estudar um assunto sob o ponto de vista categorial
tem a ver com o fato de que muitas defini¢Ges, conceitos e argumentos for-
mais sdo andlogos e mesmo repetitivos. A nocao de categoria sintetiza tudo
isso de forma a ressaltar apenas os elementos basicos comuns a tais nogoes.
Dessa forma, quando conseguimos uma abordagem categorial de um con-
ceito, ganhamos muito em generalidade a custa de introduzir tecnicalidades
que podem parecer complicadas, mas que no final podem resultar em con-
clusoes surpreendentes. Estas idéias sao usadas aqui, onde mostramos que
toda légica £ que puder ser caracterizada por uma semantica de tradugoes
possiveis é de uma certa forma equivalente ao produto £’ de uma familia de
l6gicas numa categoria RC de sistemas 1égicos definidos através de relagoes
de conseqiiéncia. Isto confirma a intuicdo de que a seméantica de tradugoes
possiveis é uma importante ferramenta para desintegrar® ou decompor uma
légica em termos de uma familia de légicas mais simples ou elementares.

Nesta Secao construimos diversas categorias de logicas proposicionais,
baseadas na categoria das assinaturas proposicionais, e mostramos que uma
subcategoria dessas légicas, formada pelas légicas finitamente algebrizaveis,
preserva a algebrizabilidade, isto é, tal categoria admite produto e tal pro-
duto é finitamente algebrizavel se seus componentes o forem. Esse resultado

S Desintegrar é a melhor tradugio para o termo splitting introduzido em [CC02].
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é de grande relevancia para o trabalho, pois prové, como explicamos, um
significado matematico profundo para as SATP’s.

Finalizamos com uma breve discussao sobre possiveis generalizacoes des-
sas idéias que levam a novas interpretagoes para as SATP’s e sugestoes para
trabalhos futuros, listando alguns problemas em aberto.

4.3.1 As categorias e sua relevancia para a formalizacao da logica

O conceito de categoria permite formular uma teoria matematica geral
que é capaz de relacionar diferentes tipos de estruturas matematicas; um
de seus principais objetivos é extrair propriedades universais de familias
de estruturas similares. A inauguragdo da teoria das categorias deu-se
com a publicacao do artigo “General Theory of Natural Equivalences” de
Samuel Eilemberg e Saunders Mac Lane (cf. [EL45]) embora trés anos
antes os mesmos autores ja tivessem publicado um outro artigo dentro deste
mesmo tema, a saber, “Group Extension and Homology” (cf. [EL42]).

A fim de esclarecer as nogdes centrais em categoria, como por exemplo
a de transformacao natural, os fundadores tomaram por empréstimo o con-
ceito de “funtor” de Rudolf Carnap; para definir este ultimo, foi necessério
definir o conceito de categoria sendo a prépria nocao de categoria tomada
por empréstimo de Immanuel Kant e Aristételes. A partir dai esta teoria
vem sendo explorada com amplo sucesso nos fundamentos da matematica,
da computacao e até da fisica tedrica. Contudo se bem que conceitos catego-
rias possam ser usados por fildsofos em problemas légicos e filoséficos, parece
que esta tarefa estd ainda completamente imatura, e falta ainda aos filésofos
a tarefa de clarificar os conceitos filosoficos e explicar como e porque a teoria
das categorias pode substituir a teoria dos conjuntos como fundamento das
ciéncias formais, em particular da matematica. Para mais sobre este ponto,
inclusive com informagoes histdricas e conceituais ver [Mar04] e [Mar95].

Em termos formais, uma categoria £ pode ser descrita, em linhas gerais,
como uma colecao {op;, chamada de &-objetos, que satisfaz as seguintes
condicoes:

e para todo a,b € oy, existe uma colecio {pror(ap) = {f : @ — b},
chamadas de &-morfismos ou flechas de a em b

e para toda tripla a, b, c € {op;, existe uma operagao parcial o que associa
pares de morfismos a morfismos tal que o : {yror(an) X Enor(be) —
EMor(a,c), chamada de composicdo de morfismos, em que o(f, g) = gof,
para f:a—b,g:b—cegof:a— ¢



4. As Semanticas Algébricas de Tradugoes Possiveis 114

e Para todo a € {opj, existe um morfismo id, € Epror(a,a), chamado de
identidade em a;

e 0s morfismos devem satisfazer aos seguintes axiomas:

l.sef:a—b,g:b— ceh:c— d,entao ho(gof) = (hog)of;
f

a——)

AN

c——(
2. se f:a— b, entdo (idyo f) = f e (goidy) =g.

goidy,

TN

a I b/idb b g\c
\\/4

idbof

Observagao 4.3.1. Note que entre dois objetos pode existir mais de uma
flecha como também pode nao existir qualquer flecha.

O que é supreendente é que quase todas as estruturas formalizadas em
matematica podem ser vistas como categorias, conforme a definicao acima.
Tlustramos com alguns exemplos:

(i) A categoria Set, formada pelos conjuntos, tem como Set-objetos todos
os conjuntos e como Set-morfismos todas as fungoes entre os conjuntos;

(ii) A categoria Top dos espagcos topolégicos tem como Top-objetos todos os
espagos topologicos e como Top-morfismos todos as fungoes continuas
entre os espagos topoldgicos;

(iii) A categoria Grp dos grupos tem como Grp-objetos todos os grupos e
como Grp-morfismos todos os homomorfismos entre grupos.

Uma categoria é caracterizada por seus morfismos (ou flechas) e nao
por seus objetos; de fato, considere o exemplo da categoria dos espacgos
topoldgicos tomando como morfismos as func¢oes descontinuas; pode-se mos-
trar que essa nova categoria nao preserva estruturas topoldgicas, diferente
do que ocorre com a categoria Top. Mais ainda, a composicao de duas
funcoes decontinuas poderia nao ser descontinua.
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De modo geral, podemos dizer que a nogao de categoria é uma gene-
ralizagao de dois conceitos matematicos, o de mondide e o de pré-ordem
juntos. Quase qualquer estrutura generalizada tem por tras tais conceitos,
e esse fato é salientado na teoria das categorias; com isso é possivel extrair
propriedades universais das categorias. Desse modo, a teoria deixa de ter
um carater estatico e isso permite uma abordagem do carater dinamico que
existe por trds das estruturas matematicas.

Os conceitos gerais de independéncia e unicidade sdo fundamentais no
pensamento formal. Exemplos desse tipo de abstracao em matematica
sao “unicidade de solugoes”, “solugbes a menos de isomorfismos”, “a in-
dependéncia do representante”, “univocidade”, etc.. Na teoria das catego-
rias existe um procedimento fundamental, que ocorre freqiientemente nas
demonstracoes, que é o conceito de “diagrama comuta”’. Este procedimento
generaliza, ao mesmo tempo, todas as questoes de unicidade e independéncia
sugeridas acima, entre outras. Ao mesmo tempo, este principio ocorre no
ambito das chamadas construgbes universais, que permitem, agora, definir
novos e importantes conceitos légicos, matematicos e computacionais de uma
forma abstrata e criativa. Para mais detalhes sobre este tema recomendamos
o livro de Peter Freyd e Andrej Scedrov em [FS90].

No presente trabalho, por exemplo, quando falamos de algebrizacao
finitaria no Capitulo 2, a nocao de algebrizabilidade garante a existéncia
de uma tunica quase-variedade algébrica, o que constitui uma propriedade
universal na algebrizacgao e que pode portanto ser representada em termos de
categorias. As seméanticas de traductes possiveis tém a propriedade de que
as traducgoes preservam a derivabilidade, uma outra construgao universal.
Juntando-se tais propriedades é possivel extrair outras propriedades uni-
versais, gerando a nova nocao de algebrizabilidade que é a proposta desta
dissertagao. Visto dessa foma, o objetivo desta segdo é mostrar, através
das liguagem das categorias, quais sao as propriedades universais que sao
preservadas dentro deste novo objeto matematico que aqui criamos.

Definicao 4.3.2. Sejam C e D categorias. Dizemos C é sub-categoria de D,
e denotamos por C C D, quando:

(a) Conj € Dowy;

(b) Se c1,c9 € CObj7 entao CMor(cl,CQ) - DMOT’(Cl,CQ);

(c) Se f,g sdo C-morfismos, entdo f o€ g = foP g, em que o
composicoes em C e D respectivamente;

(d) Se a € Cop;, entdo idS = id%, em que idS e id> denotam os morfismos

€ ¢ oP denotam

a )
identidade em a nas categorias C e D respectivamente.
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Definicao 4.3.3. Uma flecha f : a — b em uma categoria é monica se
para qualquer par de flechas paralelas g, h : ¢ = a, a igualdade fog= foh
implica que g = h.

Notagdo: f:a—b

Definicao 4.3.4. Um objeto 1 é terminal em uma categoria &, se para todo
£-objeto a, existe uma unica flecha !, : a — 1 em &.

Definicao 4.3.5. Um diagrama D em uma categoria & é uma colegao de
&-objetos d;,d;, ... junto com uma colegao de ¢-flechas g : d; — d; entre
certos &-objetos.

Vamos definir a nogao de produto finito apenas para privilegiar a intuigao
e logo em seguida apresentamos a definicdo geral de produto arbitrario da
qual esta é apenas um caso particular.

Definigao 4.3.6. Um produto de dois objetos a e b em uma categoria &, é um
&-objeto a x b junto com o par de &-flechas (7g : axb — a, m, : axb — b) tal
que para qualquer par de &-flechas da forma (f : ¢ — a, g : ¢ — b) existe
exatamente uma ¢-flecha (f,g) : ¢ — a x b, fazendo comutar o diagrama,

isto é: a0 (f,g)=f e mo(f,9) =g
c
! gy
T v Ty
a axb b

E claro que a definicdo de produto de dois objetos na categoria &, dada
acima, ¢ facilmente generalizavel para familias finitas de £&-objetos. Contudo,
para familias arbitrarias (infinitas e de qualquer cardinalidade) é conveniente
dar uma definicao geral.

Definicao 4.3.7. Um produto na categoria & de uma familia arbitraria
(ai)ier de &-objetos é um &-objeto a’ junto com a familia de £-morfismos
(fi + @ — a;)ier tal que se b é um &-objeto e (g; : b — a;)ier é uma
familia de &-morfismos, entao existe um tnico morfismo h : b — ad’ tal que

gi = fioh.

Estes sao todos os elementos de teoria das categorias que usaremos nesta
secao. Contudo, para que o leitor possa ter uma idéia do que pode ser
feito no ambito da abordagem categorial seguimos com algumas poucas
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definigoes que rapidamente permitem chegar a resultados extremamente pro-
fundos tanto no que diz respeito a formalizagao da nocao de sistemas dedu-
tivos, como em relacao aos fundamentos da matematica; tal é por exemplo
o conceito de topos que generaliza a nocdo de conjuntos. Abandonando
a nogao elementar de pertinéncia em favor da nogdo de morfismos (como
transformagdes entre conjuntos vistos como objetos). Embora nao daremos
qualquer detalhe a respeito (para tanto, convidamos a consultar o livro de
Robert Goldblatt, em [Gol84]) notamos a curiosa relagao existente entre os
topoi (plural pedante de topos) e as dlgebras de Heyting (que algebrizam a
légica intuicionista): a légica que governa os topoi é precisamente a légica
intuicionista, da mesma forma que a légica que governa os conjuntos € a
légica cléssica. Isso mostra que a abordagem categorial pode ser extrema-
mente reveladora.

Definicao 4.3.8. Uma &-flecha i : e — a em £ é um equalizador de um
par de &-flechas f,g:a — b se:

(i) foi=goi e

(ii) Se h: ¢ — a tem foh = goh em &, entdo existe uma tunica ¢-flecha
k:c—etalqueiok =nh

Definicao 4.3.9. Um cone para o diagrama D consiste de um &-objeto c
junto com uma &é-flecha f; : ¢ — d; par cada objeto d; em D, tal que para
cada flecha g : d; — d; em D, temos que go f; = f;.

C
N\
di ————=d;

Notagao {f; : ¢ — d;} denota um cone para D.
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Definicao 4.3.10. Um limite para um diagrama D é um D-cone {f; : ¢ —
d;} com a propriedade que para qualquer outro D-cone {f/ : ¢ — d;},
existe uma tnica flecha h : ¢ — ¢ tal que para todo objeto d; em D, temos
que: fioh=f!

d;
fi ¥\fz
¢ e

Observacgao 4.3.11. As defini¢oes de produto, produto arbitrario, objeto
terminal, equalizador e outros sdo exemplos de construgoes que desfrutam
de propriedade universal, no sentido de que sdo construgoes definidas por
uma propriedade abstrata que requer a existéncia de morfismos tnicos sob
certas condi¢oes. No caso, a Defini¢ao 4.3.7 de produto arbitrario é um caso
particular de limite de um diagrama sem flechas. Quando o limite existe ele
é Unico, a menos de isomorfismos, gracas a propriedade universal.

Definicao 4.3.12. Um pullback de um par de &-flechas f :a — ce g :
b — ¢ é um par de &-flechas ¢/ : d — a e f': d — b tal que:

(i) fog =gof' e

(ii) Se h:e — a e j : e — b sao tais que foh = go j, entdo existe uma
Unica &-flecha k:e--»dtalque h=g' okej= f' ok.

Definicao 4.3.13. Uma categoria ¢ tem ezponenciacdo se:
(i) ela tem um produto para quaisquer dois objetos

(ii) para quaisquer £-objetos a e b existe um objeto b® e uma flecha ev :
b* — b, chamada flecha avaliacdo, tal que para qualquer objeto c e
flecha g : ¢ x a — b, existe uma tunica flecha g : ¢ — b fazendo o
diagrama comutar, isto é, evo (g X id,) = g

Definicao 4.3.14. Um sub-objeto de um &-objeto d € uma classe de equivaléncia
de flecha moénica f : @ > d com co-dominio d.
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Definicao 4.3.15. Se £ é uma categoria com um objeto terminal 1, entao
um classificador de sub-objetos para £ é um £-objeto 2 junto com uma &-
flecha true : 1 —  tal que satisfaz o seguinte axioma:

Q-axioma Para cada flecha monica f : a — d existe uma tnica &-flecha
Xt : d — 2, chamada flecha caracteristica, tal que o quadrado é um

pullback.
a
l
1

Definicao 4.3.16. Um topos T é uma categoria tal que:

f

_

d
-

—0
true

1. 7 tem objeto terminal

2. 7 tem pullback

3. T tem exponencicao

4. 7 tem classificador de sub-objetos.

Nao é muito dificil se convencer de que a no¢ao de topos se parece com
a de conjuntos, porque tem as mesmas propriedades fundamentais. Estas
propriedades, contudo, tém origem completamente diferentes, e chegamos
entdao, em poucos passos, a definicdo de um novo objeto matematico que
por si sé pode ser considerado revolucionario. O conceito de topos s6 pode
ser revelado através da abordagem categorial.

4.3.2 As SATP’s como um constructo universal

Nosso propésito agora é caracterizar categorialmente as seménticas de tra-
ducoes possiveis, que como vimos, sao adequadas para prover interpretacao
para muitas légicas nao classicas como por exemplo para as logicas para-
consistentes e as légicas multivalentes. A partir dai podemos extrair as
propriedades universais da nova nogao de algebrizabilidade, as SATP’s pro-
postas na segunda secao deste capitulo, por meio de uma extensao da al-
gebrizagao finitaria (ver Capitulo 2). Como sabemos, tal nocao é capaz de
algebrizar as légicas parconsistentes.

O resultado mais relevante desta secdo é o Lema 4.3.39, que mostra
a preservacao da finitariedade, isto é, mostra que o produto de légicas
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proposicionais finitamente algebrizaveis € finitamente algebrizavel, sob cer-
tas condicoes. Para tanto, precisamos definir a categoria das assinaturas
proposicionais, denotada por AP, a categoria das logicas proposicionais,
denotada por RC (definidas por meio de operadores de consequéncia) e
mostrar que tais categorias sao fechadas sob produtos arbitrarios. Isto per-
mitird especificar uma outra categoria, das légicas algebrizaveis, que é uma
sub-categoria de RC, a qual denotamos por RCA.

Os resultados técnicos que vém a seguir serao necessarios para a obtencao
dos resultados citados acima.

Definigao 4.3.17. Uma assinatura é uma familia enumeravel ¥ = {g }kew,
em que cada ) é um conjunto (de conectivos de aridade k) tal que 3N, =
& sempre que k # n. O dominio de ¥ é o conjunto |X| =, =

necw —n:

O conjunto dos conectivos 0-arios ¥y corresponde (de forma bastante
intuitiva) ao conjunto das constantes proposicionais’.
Consideramos fixado um conjunto enumeravel V = {p, : k€ w,k > 1}

de varidveis proposicionais tal que py # p, se k # n.

Definigcao 4.3.18. A linguagem proposicional gerada por 3 sobre V, deno-
tada por L(X), denotada por L(X) é a élgebra do tipo ¥ livremente gerada
por V. Elementos de L(X) sao chamados formulas. Para todo n > 0 seja,

L(X)[n] ={p € L(X) : ¢ tem exatamente as variaveis p1,...,pp}.

A notagao L(X) ¢ livre de ambigiiidades, uma vez que V estd doravante
fixado. Note que L(X)[n] estd definido tendo em conta precisamente as
primeiras n varidveis pi,...,pn, € Ndo n varidveis quaisquer. A intencao
aqui é normalizar a escritura das formulas.

L(X)[0] corresponde as férmulas sem varidveis, isto é, as constantes
proposicionais (e portanto contém o conjunto ¥ dos conectivos 0-arios).

Escrevemos ¢(p1,...,pn) para indicar que as varidveis proposicionais
ocorrendo em ¢ estao entre py, ..., Pn.

A nocgao de complezidade 1(p) de uma férmula ¢ é definida de forma a
evidenciar o nimero de construtores e de varidveis da formula, de maneira
usual, estipulando-se que:

-l(p) =1, se p € VU,
-lcar,...,an)) =1+ 1(aq) + l(az) + ... + (o), se ¢ € Ey,, para n > 1.

7 No caso da ldgica proposicionais cldssica, por exemplo, T e L.
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Definicao 4.3.19. Seja ¥ uma assinatura. Uma substitui¢ao em L(X) é
uma funcdo o : V — L(X). Denotamos por ¢ a tdnica extensao de o para
um endomorfismo o : L(X) — L(X) tal que:

(a) a(p) = a(p), se p € V;
(b) o(c) = ¢, se c € Xp;
(c) alclat,...,an)) =c(@(a),...,0(an)),sec € Xy e ai,...,an € L(X).

Definigao 4.3.20. Dada duas substituigoes o, o 'V — LX), entdao o
produto o'c é a substituicao o’ o 0.

Notagao 4.3.21. Dado uma férmula ¢(p1,...,p,) e uma substituigao o,
tal que o(p;) = «; (i =1,...,n), entdo denotaremos o (p) por p(aq,...,ay).

Considere o exemplo abaixo, que ilustra como ocorre a substituicao da
Notagao 4.3.21.

Exemplo 4.3.22. Seja ¢ = (p1 A p2). Note que as varidveis que ocorrem
em ¢ estao entre pq,...,pn, isto é, (p1 Ap2)(P1,...,Pn), € disso temos:

9]
c
o

a((p1 Ap2)(p1,---spn))

)
(p1/a(p1)l; - - [pn /7 (pn)])
(
(

G(e(p1s- - pn))

IS
¢ o
1 e

[(p1/o(p1)];-- -, [pn/o(pn)])
p1 A p2)([(p1/a], . [pn/an])

=
=

wn
=1
o

,_.
©
~ T~~~
s
[
>
3
no
~
~ ~ —~

Definigao 4.3.23. Sejam X e Y assinaturas. Um morfismo de assinatura
f de X para Y/, denotada por ELE’, é uma fungao f : |X| — L(Y') tal
que, se ¢ € X, entao f(c) € L(X)[n].

Dado um morfismo de assinatura ELE’, uma fungao f: L(Y) —
L(X') pode ser estendida de modo natural, como mostra a seguinte defini¢ao:

(a)
(b)
()

=)

p)=p,sepeV;

) =
c) = f(c), se ¢ € Xop;
(a1, .,ap)) = f(c)(f(al),...,f(an)), sec € X,eaqp,...,ay €

c
(%), paran > 1.

=
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Lema 4.3.24. A extensio f de f € unica, isto é, se g L(¥) — L(¥)
satisfaz as clausulas (a), (b) e (c) acima, entdo g = f.

Demonstragcdo. Mostramos que ]‘A‘: g por inducao na complexidade de .

e Se ¢ é uma varidvel proposicional p, isto é, p € V:

Flo) = f) Zp = 5) = 4(e).

e Se ¢ é uma constante ¢, isto é, ¢ € Xg:

Flo) ™ Fle) = f(e) = g(e) = g(e)-

e Se ¢ é uma férmula do tipo c(aq, ..., ay,), para, ¢ € Xy:
Suponhamos, por hipdtese de indugao, que o resultado seja valido para
toda férmula «, tal que [(a) < I(p), dai:

~

Mais ainda, f(¢) = f(¢)(D1,---,pn), sempre que ¢ = @(p1,.- ., Pn)-

Definicao 4.3.25. Sejam 21,5 ¢ /9.5 morfismos de assinaturas. A

composicdo g. f de f e g é o morfismo de assinatura 2L 57 dada pela
fungao go f : |X] — L(X").

Seguindo [Con04], apresentamos os seguintes resultados técnicos que sao
necessarios para dar suporte as demonstragoes.

Lema 4.3.26. ¢/0c =0’ 00.

Demonstragao. Inducao na complexidade de .

e Se ¢ é uma variavel p, isto é, p € V:
do(p) “EY do(p) "L oo a(p) ¥ o(o(p)) EY o (G(p) L
o' ogo.

e Se ¢ é uma constante c, isto é, ¢ € Xg:

—

U/U(C) 44342(b) ¢ 4.3.1:9(b) OA"(C) 4‘32(13) &\,(3(6)) Not
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e Se  é uma férmula do tipo c(aq,...,ay), para ¢ € X,:
dolclan,...,an)) P2 c(alo(an), ..., olo(ay)) M
(o' (G (), ... o' (F(n))) = o (e(F(),. ., F(an)) =
N~ Not 7 o~
oG (c(ar,...,om))) = o’ 05 (c(ar,...,an)).

O]

Lema 4.3.27. Seja ©(p1,...,pn) uma férmula, e sejam o,0’' : V — L(X)
substitui¢oes tais que o(p;) = oy (i=1,...,n), entdo

~ ~ ~

o(plal,...,an)) =p(d(a1),...,0'(an)).

Demonstragcao. Vejamos:

o(p(or,.. . am))  E (G (e, pn)))
= 05 (@(prs- - spn))
20 5la(p(pry -y pn)
M2 oo (pr)s .. 0'a(pn)
Y2 o0/ 05 (p1), ..., 0" 0 F(pn))
PEY (ol 0o (pr),. .. 0 0 0(pa)
= p(d(o(pr), -0 (0(pn))
T oo’ (), .., 0" (an))

Lema 4.3.28. Seja ¢ = ¢(p1,...,pn) em L(X), a1,...,an € L(X) e
ELE’ um morfismo de assinaturas, entdo

~ ~

Flplar,... an)) = f(@)(Flar),. .., flan))-
Demonstragao. Por indugao sobre complexidade [(p) de .

e Se ¢ é uma varidvel proposicional p; € V;

f(@(ah ce ’an) = f\(pi(al, 7an))
4.3.22 f(ai) A
4.3.22 &(f(a/l\); L f(a2)>
= Fpo(Flar).... Flaw)
T @), flom)

e Se  é uma constante ¢ € Xy, entdo ¢(aq, ..., a,) = ¢, e disso temos:
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~

192]
=
T

flpor,.. o) = flo)
= flo) -
= FOF (o), Flaw)
= JOF (). Flow)
= f@)(F(). - Flom)

e Se Y = C(ﬁla"' 7ﬁk‘)a com ﬁz = ﬁz(pla 7pn) (Z =1,-- ak)a entao
@(al,..-7an) = C(,Bl(()él,“' 70577,)7'” 75]{:(0417”' 7an)) LOgO:

f(‘p(ah T 7an))sébf(c(ﬂ}\(a17 o 7an)7 ’ 7/8k(a/1\7 7an)))
S O(F(Brlas, - van))ye - F(Blan - an)
= fOFB)(Fen), - Flan), o F(B)(F (o), . Flom)))
= LT B), - FB)(Flan), - Flan)
d:efji(c(ﬁlj\"'?ﬁk))(i(al)v s (Ctn))
= F)(flar), s flan)).

Lema 4.3.29. Sejam S L5y e Ly dois morfismos de assinaturas.
Entao g. f =go f.

Demonstragdao. Por indugao na complexidade de [(p), para ¢ € L(X), prova-
mos que g. f(p) =g o f(p).
e Se o =p, p €V, entao:
- def (a) def (a) ~ def (a) ~, 7 ot ~
g-f(p) “="p"="39(p) “="9(f(p)) = Go F(p).

e Se ¢ = ¢, para ¢ € X, entao:

9+ () "B g f(e) "E Go fe) = G(f(e) "2 §(F(e) “=” Go flo).

e Se p =c(aq,...,ay) ¢ € Xy, entao:



4. As Semanticas Algébricas de Tradugoes Possiveis 125
g-1@) F g felon,.. o)
ST g @9 flan), g flan)
= gof()(gs flan),. . g flaw))
= G(f()g o), g flan)
L ()@ flo). -+ G Flaw))
= g e)@f (), g(flen)
=G (@)(Flen), - flan))
LG ean, . an))
= g(f(»)
= gof(y)
O

Lema 4.3.30. Sejam L% um morfismo de assinaturas e o:¥V — L(X)
uma substituicao sobre X. Entdo, existe uma substituicio o’':V — L(X')

sobre X' tal que fod =o' o f.

~

Demonstragao. Defina o'(p) = f(o(p)) para todo p € V. Por inducio na

~

r
complexidade [(«), provaremos que f(o(a)) = ’(f «)) para todo a.

® DC

(
"(f(e))

e o = ¢ € Y entao:

p €V entao:

~

y=hy 2

q

~—

5]

)

f
o Se a=c(ay,..

~ 4.3.19 (c)

@(clon, ... an))) =

def_(c)

HI
4.3.19 (c)
4.3.23 (c)

() = fE@) 2 flop) =

o'(p) =" o (p) E (i)

~

(@(c)) = f(c) = o’(f(e)), porque f(c) = f(c) € L(X')[0].

., Q) para ¢ € ¥, entao:

F(E (1), -, f(E(an))
F(@ (Fle))....o"(Flar)))
o/ (F(@(Fla),.... flan)))
(Fle(an, .. )
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Definicao 4.3.31. A categoria das linguagens proposicionais AP é definida
como:

e Objetos: Assinaturas proposicionais (cf. Defini¢ao 4.3.17);
e Morfismos: morfismos de assinaturas (cf. Defini¢ao 4.3.23);
e Composicao: Como na Definigao 4.3.25;

e Morfismo identidade: para toda assinatura 3 o morfismo identi-
dade %55} 6 definido por:
idy(c) = ¢, para ¢ € Xo;
idy(c) = c(p1y...,pn), para c € L, n > 1.

Proposicao 4.3.32. AP ¢ uma categoria.

. . f g h .
Demonstragdao. Sejam Y——Y ——Y"—¥"" morfismos de assinaturas. Ve-
jamos que a composigao . é associativa

—

he(gef) "= he(go f) "= ho(go f) = (hog)of "= hago f "7 (hug)-f

Para finalizar a demonstracao, basta verificar que, dados morfismos de

assinaturas ¥~ 52,5 , as seguintes identidades sao satisfeitas: idy. f =
f e g.idy = g. E imediato a partir do Lema 4.3.24, e Definigoes 4.3.23 e
4.3.25 que o diagrama comuta, e disso segue facilmente o resultado. O

Proposicao 4.3.33. A categoria AP tem produtos de familias arbitrdrias
nao vazias.

Demonstragdo. Seja F = {X'};c; uma familia drbitraria (ndo vazia) de as-
sinaturas. Considere a assinatura %7 tal que, para todo n € w,

>7 = {(pi)ier : @i € L(X%)[n] para todo i € I}.

Para cada i € I, considere a funcdo 7; : |~ | — L(X?) tal que 7;((p;)icr) =
©;i se (pi)ier € X7, para n € w. Entdo m; determina um AP-morfismo
»7 T3, Considere uma assinatura ¥/ junto com AP-morfismos Y/ LZi,
para i € I. Seja f : |¥| — L(X%) tal que f(c) = (fi(c))ier(p1,.-.,pn) se
c €Y, paran € w. Entao f define um AP-morfismo sy L7 tal que
fi = mi.« f para todo i € I. Se ¥'-%5%F 6 um morfismo tal que f; = m; . g
para todo i € I entdo claramente g = f. Isto prova que (X7, {m}ics) é 0
produto da familia F na categoria AP. 0
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Note que a categoria AP nao tem objeto terminal, portanto o escopo da
proposicio anterior é o correto. Se existisse um objeto terminal X!, entdo
L(¥1)[n] deveria ter exatamente um elemento para cada n > 0, o que é um
absurdo.

O exemplo a seguir, tem como objetivo principal, mostrar a intuicao de
como sao construidos os conectivos produto, do produto categorial de uma
familia de assinaturas proposicionais.

Exemplo 4.3.34. Considere os seguintes conjuntos de conectivos:
ZO = {T, J_} 21 = {—|} 22 = {—>,/\, \/}.
A partir desses conjuntos, considere as seguintes de assinaturas:
Ya=1{%0, 21} Yp={31} Xc={% ¥1,X2} Yp={¥1, X}
Considere as seguintes linguagens formadas sobre o conjunto enumeravel, V,
das varigveis proposicionais p,, para n € w.®

L(24) = {T4 LA p1, =p1, =A=Apy, .. .}

- L(2g) = {p1,~Bp1, "F-Bpy, ...}
L(3¢) = {T¢, L p1,~Cp1,p1 = p2, 1 ACpa, p1 VP2, (p1 = p2)VEps, ...}
L(Zp) = {p1,~Pp1,p1 =P p2,p1 AP p2,p1 VP pa, (p1 =P p2) VP p3, ...}

Pela definicao, os conectivos do produto das assinaturas sao seqiiéncias de
férmulas de mesma complexidade e com as mesmas varidaveis. Mostramos,
como ilustragao, apenas o conjunto de conectivos do produto (X4 x Xg)1,
que consiste apenas de conectivos unarios.

a4 x g = {{p1,p1), (=p1, =Bp1), (=Ap1,p1), (p1, —Cp1), -}

Observagaes:

1. Para que haja conectivos 0-arios no produto da familia das assinaturas,
¢ necessario que cada membro ¥; da familia seja tal que ¥f # @, para
todo i € I.

2. Para que haja somente conectivos undrios no produto da familia das
assinaturas, é necessario e suficiente que pelo menos um membro 7 da
e . n
familia seja tal que X} = & para todo n # 1.

3. Para os demais casos, o produto da familia das assinaturas terd conec-
tivos de todas as aridades (exceto possivelmente os conectivos 0-arios).

8 Sabemos que a construcdo das férmulas, a partir de conectivos n-drios, consiste em
aplicar o conectivo as primeiras n varidveis proposicionais, uma vez que a substituicao é
permitida.
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Continuando o exemplo, vejamos agora como funcionam as projegoes. Seja
c € (X¢ x £p)a, um conectivo produto tal que ¢ = {(p1 —C p2), (p1 VP (p2)).
O conectivo é bindrio, pois as férmulas da seqiiéncia tém exatamente as
variaveis p; e po, ou seja, apenas duas varidveis.

o ¢ |Ye x Xp| — L(3¢), tal que
me(e) = (p1 —C p2)

o mp: |Xe x Xp| — L(Xp), tal que
mp(c) = (p1 VP p2)

Tomando o caso concreto em que o conectivo produto binéario é aplicado as
féormulas ¢ e 1), temos:

1. Te(e(p,9) = mele)(Te(p), me() £ (p —C po)(@ele), () =

2. 75(c(0, ) & 7p(e) (7D (), 7)) = (p1 VP po) (7B (), 7p1h))
() VP 7p (1))

No caso em que ¢ e ¥ sao, respectivamente, as varidveis proposicionais ps e
P4, temos o seguinte:

def C

= (p3 —" pa)
def D

= (p3 V" pa)

- me(c(p3, pa))
- mp(c(p3, pa))

Com isso, nao ¢ dificil de perceber que as projecoes sao de fato um AP-
morfismo.

Passamos, agora, a categoria das ldgicas proposicionais definidas através
da relacao de conseqiiéncia. Denotamos esta por RC.

Devemos lembrar que uma férmula na categoria RC nao é um produto de
férmulas, mas serd uma férmula construida a partir dos conectivos produtos,
do mesmo modo que tratamos no exemplo 4.3.34 acima.

Definicao 4.3.35. Sejam £ = (X, F,) e L' = (¥, /) duas légicas. Um

morfismo de légicas cLrde para £ é um AP-morfismo L5y que é
uma tradugao, isto é, para todo I' U {¢} C L(X) satisfaz o seguinte:

~ ~

I'Fr ¢ implica f(T) Fz f(p).
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A composicao de morfismos e o morfismo identidade das categoria RC
sao definidos como na categoria AP. Uma propriedade fundamental da ca-
tegoria RC ¢ a seguinte:

Proposicao 4.3.36. A categoria RC tem produtos de familias arbitrdrias
nao vazias.

Demonstragao. Seja F = {L;}icr uma familia arbitraria (nao vazia) de
l6gicas, em que cada légica £; é da forma (X%, F¢,). Vejamos que (L7, {m;}icr)
é o produto na categoria RC.

Considere o produto (X7, {m;};es) de {Si}ier na categoria AP (cf. Pro-
posicdo 4.3.33). A relacdo de conseqiiéncia Fr C p(L(X7)) x L(Z%), do
produto da familia F, é definida da seguinte maneira:

I' F7 ¢ sse existe um conjunto Ay, C I' tal que (A vyiy) bz, Ti(p) para
todoiecI. ?

Primeiramente vamos mostrar que £7 = (X% F£) é uma légica, e para
tanto devemos mostrar que a relagao x é um operador de conseqiiéncia, ou
seja, mostrar que as condigoes (Conl)-(Con5), definidas no Capitulo 1, sdo
verificadas.

(i) £ é reflexivo.

Considere I' U {a} C L(X7). Seja o € ' e Ay, C T tal que o € Apyy.
Desde que m; é um AP-morfismo, para todo ¢ € I, entao, a extensao
T+ L(X7) — L(%) tal que Ti((¢i)ier) = @i sempre que (¢;)icr € X,
n € w, existe e é tnica. Agora, T;(Ay,) = {7i(0) : 6 € Ay} para todo
i € I. Dado que o € Ayyy,, entao m(a) € m(Ayin), para todo i € 1.
Dado que (X, F¢,) é um sistema dedutivo, entdo temos que ., é um ope-
rador de conseqiiéncia, para todo ¢ € I, dai -, é reflexivo, e portanto
Ti(Afin) Fr; Ti(o), para todo i € I, logo pela definicao 7, segue que
r F]: Q.

(ii) F# é monotonico.

Suponhamos que A Fr a e A C I', dai pela definicao de Fr temos que
existe um Ay, € A tal que 7i(Aypin) g, Ti(a) para todo i € I. Agora,
como A C T, entao claramente Ay, C I', portanto, segue da definicao de
Fr que, I' F£ a.

(iii) F# é transitivo.
Suponhamos que A Fr ael',a Fr (8. Do fato que A Fr « temos que existe

9 Escrevemos “Ayin” para denotar um conjunto finito.
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Avyin, € A tal que T(Ayiy) Fr, Ti(e), para todo ¢ € I. Pela defini¢do de
-7 sabemos que existe I'sy, © I'U {a} tal que m;(T'fin) 2, 7i(8) e dado
que Fz, é monotonico, entdao (I tiy, ), () g, mi(6), e da transitividade
de Fr, temos que (I tin), i (A pin) Fr; Ti(8) e, portanto, I' A Fr .

(iv) Fx é finitario pela prépria definigao.

(v) Fx é estrutural.

Considere um conjunto I' U {¢} C L(X%) tal que I' Fx ¢. Entdo, existe
Agin C T tal que T (Ayin) Fr, Ti(p) para todo i € I. Sejao:V — L(Z7)
um substituicdo. Desde que todo m; ¢ um AP-morfismo entao, para todo
i € I, existe uma tinica substituicdo o; : V — L(X?) tal que T; 00 = 5;07;,
pelo Lema 4.3.30. Desde que cada L; satisfaz a estruturalidade, entao
0i(Ti(Agin)) Fr, 0:(Ti(p)), isto é, T (6(Atin)) Fr, Ti(0(g)) para todo i € I,
onde 5(Af;,) C 7(I) é finito. Portanto, 7(I') Fz 5(¢p) e L7 é uma légica.

Claramente, cada 7; é um RC-morfismo £7—5£,;. Suponha que £/ =
(X' k) é uma légica e L"Lﬁi ¢ um RC-morfismo, para todo i € I. Entao

existe um tnico AP-morfismo ¥’ LE}' tal que, em AP, 7; . f = f;, para
todo i € I (cf. Teorema 4.3.33). Suponha que I' U {p} C L(X') é tal que
I' £ ¢. Desde que L' é finitéria, entao existe um conjunto Ay;, C I tal que
Afin . Desde que cada f; é um RC-morfismo, entéao ]/";(Afm) Fe, ﬁ((p),

— —

para todo i € I, daf m; « f(Ayin) bz, ™« f(g), usando o Lema 4.3.29 temos

~ o~ o~ o~

70 F(Bgin) b, 70 J(9), isto 6, A(F(Agim) Fe, 7(F(g), para todo

i € I, onde f(Afm) C f(F) é finito, portanto pela definicdo de Fx temos

que f(T') F£ f(p) e assim f é um RC-morfismo o107 tal que, em
RC, w; . f = f;, para todo ¢ € I. A unicidade de f é uma conseqiiéncia
da propriedade universal na categoria AP do produto (X7, {m;}icr). Isto
mostra que (L7, {m;}icr) é o produto da familia F na categoria RC. O

A préxima proposi¢ao, uma das mais relevantes desta se¢do, mostra que
dada uma familia F de légicas finitamente algebrizaveis, na acepgao de Blok
e Pigozzi, cf. [BP89], satisfazendo a condigdo de que o conjunto de alge-
brizadores seja limitado, entao mostramos que o produto de F na categoria
RC é uma logica finitamente algebrizavel. Este resultado é relevante, pois é
por meio deste que podemos garantir a algebrizacao a distancia para légicas
que tenham uma semantica de tradugoes possiveis neste produto.
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Definicao 4.3.37. A categoria das logicas algebrizaveis, denotada por RCA,
é uma subcategoria da categoria RC, e é definida da seguinte maneira:

e Objetos: sao logicas £ = (3,F), que sdo finitamente algebrizaveis
(cf. Teorema 2.1.23);

e Morfismos: um morfismo £’ é um RC-morfismo £~/ tal
que, se (A, {(e,0)) e (A, (¢',¢")) sao conjuntos de algebrizadores para
L e L', respectivamente, entdo p1f(A)P2 Fro p1A'ps e p1A'ps o
p1f(A)pse, onde p1f(A)py denota o conjunto das férmulas em duas
varigveis { f(A)(p1,p2) 1 1 <i < n};

e Composicao e morfismo identidade: sao herdados da categoria
RC.

Observagao 4.3.38. A partir de [BP89] obtemos o seguinte:

Sejam (A, (e,0)) e (A’ (¢/,8")) dois conjuntos de algebrizadores para uma
légica L. Entao p1A'py Fr p1Aps e p1Aps e p1A’ps. Portanto, um RC-
morfismo £ £/ 6 um RCA-morfismo sse existem algebrizadores (A, (e, d))
e (A',(¢,0")) para L e L', respectivamente, tal que plf(A)pg Fo p1Alps e
p1A'py oo p1f(A)pe. Logo, a nogdo nao depende da escolha dos alge-
brizadores. Por outro lado, seguindo [FC04], temos o seguinte resultado:

um RC-morfismo LL»E’ ¢ um RCA-morfismo sse para todo conjunto de
algebrizadores para £, o par (f(A), (f(e), f(0))) é um algebrizador para L'.

Provamos agora que o produto de uma familia de logicas algebrizaveis,
satisfazendo a condicao que os conjuntos de algebrizadores sao limitados, é
algebrizavel.

Teorema 4.3.39. (Preservacdo da Finitariedade) Seja F = {L;}ier uma
familia de ldgicas algebrizdveis, em que L; = <Ei,|—gi> para todo © € 1.
Assuma que F tem a sequinte propriedade: existem niumeros naturais n e
m tais que, para todo i € I, existe um algebrizador (A;, (;,0;)) para L; tal
que A; tem no mdzximo n elementos, e (g;,0;) tem no mdzimo m elementos.
Entao, existe o produto da familia F na categoria RCA.

Demonstracao. Pela hipétese podemos tomar, para qualquer i € I, as se-
quéncias finitas

Al(p1,p2) -+ Al (p1, p2)
(i (p1), 6} (p1)) - -~ (" (p1), 6" (p1))
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tal que (A, (;,0;)) é um algebrizador para £;, em que
Aj= {Azl(plap2)7 s A (p1ip2)}

e (i, 0i) = {{e{ (1), 6} (1)) .., (7" (p1), 67" (p1)) }, para todo i € I. De fato,
é suficiente tomar, para todo ¢ € I, um algebrizador com no maximo n
elementos em A; e no maximo m elementos em (¢;, d;) e listar seus elemen-
tos, repetindo alguns elementos, quando necesséario, de tal forma a definir
seqiiéncias de comprimento n e m, respectivamente. Agora, considere o
produto (L7, {m;}ics) na categoria RC da familia F, e defina as seguintes
formulas em L(X7):

o AJ(p1,p2) = (A)icr(p1,p2) para 1 < j < n;

° Eif(pl) = (Eg)z‘el(pl) para 1 < j < m;

o 5;(171) = (0)ier(p1) para 1 < j < m.
Finalmente, sejam:

o Ar={A%(pi,p) : 1<i<n}

o (er,0F) = {{e%(p1),0%(p1)) : 1<i<m}.

Vejamos que (Ar, (£, 57)) é um conjunto de algebrizadores para £ e, para
isso, mostramos que este satisfaz as clausulas da Definicao 2.1.23.

(i) Fr pArp

Dado que (A, (g,9;)) é um algebrizador para L£;, entao F, mi(¢)Aimi(p)
para todo i € I. Pela definicdo de Ax temos que F,, Ti(pAryp) para todo
i € I e portanto Fr pArep.

(il) pAFY Fr vAFyp;

Dado que, para todo i € I, (A, {(g;,d;)) é um algebrizador para L;, entao
sabemos que, 7; () A (¢) b, Ti()Aimi(@). Pela definicao de Ax temos
que T (@A rY) Fr, Ti(PArp), paratodoi € I, e portanto p Az Fr pAre.

(iii) PAFY, PAFA Fr pAF.
Andloga ao caso (ii);

(iv) Desde que £7 é estrutural, é suficiente mostrar o seguinte:
PIADRt1, - -, PEAPok o c(p1y .., PE)AC(PE+1, - - -, po) para todo ¢ € XFk.
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Seja ¢ = (p;)icr € X7+,

Se k = 0 o resultado segue a partir da cldusula (i) da Defini¢ao 2.1.23.
Suponha que k£ > 0. Por indugdo no comprimento de ¢ = ¢(p1,...,pr) €
facil mostrar que, se (A’ (¢,4’)) é um algebrizador para uma légica £', entao
P1A" Y1, oA o (1, 0k) A (P, . g) paratoda e, - ok,
Y1, ..., em L(X). Entdo, para todo i € I, p1Aipks1,-- ., pklipak br,
@i(p1, -+, k) Aipi(Pr41, - - -, P2k), Isto &,

Ti(P1APR+1), - T (PR AP2k) Fr; Ti((@i)ier(P1y - PE)A(@i)ier PRy 1, -, D2k))-
Entdo prApki1, -+, pkApak Fr (0i)ier(p1, - o) A(pi)ier (Prr1s - -+ Dak)-

(V) ¢ "-x er(p) Ardr(p).

Dado que, para todo ¢ € I, (A;, (g;,0;)) é um algebrizador para £;, entao
mi(p) Az, €i(Ti(9))Aidi(mi(v)). Por definicao de (Ar, (e£,dr)) temos que
mi(e) "z, Tiler(@)Ardr(p)), para todo i € I. Daqui, inferimos que
¢ 7 er(©)Ardr(p).

Isto mostra que (A, (g,8)) é um algebrizador para £7. Finalmente, de-
vemos mostrar que (L7, {m;};c1) é o produto da categoria RCA da familia
F. Usando a Observagao 4.3.38, é evidente que toda projecao m; é um
RCA- morﬁsmo Suponha que £’ é uma légica algebrizével tendo um RCA-

morfismo £/-75 —=L;, para todo i € I, e seja (A’, (¢/,¢')) um algebrizador para
L. Usando a propriedade universal do produto (L7, {m;}ic;) na catego-

ria RC, obtemos um RC-morfismo £’ Lﬁf tal que, em RC, f; = m;. f
para todo ¢ € I. Desde que plf:( Apa Fr. p1lAipa, para todo i € 1,
entao Wl(plf(A’)pg) =7 7i(p1Ap2) para todo i € I, pelo Lema 4.3.29, assim
p1f(A)p2 7 piAps. Analogamente, provamos que piAps Fx p1f(A)ps.
Usando a Observagao 4.3.38, isto mostra que f é um RCA-morfismo tal
que, na categoria RCA, f; = m;. f para todo ¢ € I. A unicidade de f é con-
seqiiéncia da propriedade universal do produto (£, {m;}icr) na categoria
RC.

O

Usando os resultados acima podemos caracterizar as semanticas de tra-
dugoes possiveis STP’s em termos categoriais. Com isso mostramos que as
STP’s para uma légica induz uma traducgao conservativa sobre o produto das
familias de légicas, na categoria RC, e vice-versa. Tal traducdo conserva-
tiva induzida é apta para estender o método da algebrizacao finitaria, e como
vimos com aplicagoes interessantes, como por exemplo que as légicas para-
consistentes podem ser algebrizaveis na mesma quase-variedade algébrica de
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Lukasiewicz.

Teorema 4.3.40. Dada uma semantica de traducoes possiveis para uma

logica L existe uma tradugdo conservativa ELE’ que a codifica (onde L' €
o produto na categoria RC de alguma familia de ldgicas), e vice-versa.

Demonstragao. Seja P = ({L;}ier,{fi}icr) uma estrutura de tradugoes
possiveis para £, e considere o produto (L7, {m;}icr) de uma familia F =
{L;}icr na categoria RC (cf. Proposigao 4.3.36). Pela propriedade universal

do produto, existe um unico RC-morfismo Et(—PZEF tal que f; = m; . t(P)
para todo i € I. Afirmamos que t(P) é uma tradugao conservativa que
codifica P. Desde que esta é uma tradugao conservativa (porque é um RC-
morfismo), é suficiente mostrar que, para todo I' U {¢} C L(X),

— —

t(P)(Tfin) Fr t(P)(¢) implica que I'F, o.

Assuma que @ (T) bFx ’JP\) (). Entao, pela Definicao de £7, existe um
conjunto Ay;, C I tal que

—

F(E(P)(Afin)) Fr, 7 (6(P) ()

para todo i € I e, entdao, usando o Lema 4.3.29 e o fato de que f; = m;.t(P),
para todo ¢ € I, temos que ﬁ-(Afm) Fe, ﬁ(gp) para todo ¢ € I. Desde que
P é uma semaéantica de traducoes possiveis para L, obtemos que I' -, ¢ e
assim t(P) é uma tradugao conservativa. Claramente, t(P) junto com seu
codominio L(P) = £ codifica P: toda légica £; é obtida como o codominio
de m;, e toda traducao f; é obtida como f; = m; . t(P).

Por outro lado, seja L0 uma traducao conservativa, em que L' é
um produto de uma familia {£;};c; de légicas com projegdes m; para todo
i€ 1. Seja f; = m; o f para todo i € I, e defina TP(f) = ({L;}ier, { fi}ier)-
Devemos mostrar que TP(f) é uma TP para £ que se converte em f. Assim,
seja 'U{p} C L(X). Desde que toda f; é uma tradugao, é suficiente mostrar
que I' £ ¢ se existe Ay, C T tal que fi(Agin) bz, fi(p) para todo i € 1.
Assim, considere um conjunto finito A C T" tal que ﬁ(A) Fr, ﬁ(gp) para
todo ¢ € I. Pelo Lema 4.3.29,

R(F(D) e, Rilf(9))
para todo i € I, em que f(A) - f(F) ¢ finito. Assim f(f‘) Fr f(gp) e
entdo I' F, ¢, pelo fato de f ser conservativa. Isto mostra que TP(f)
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¢ uma TP para £. Claramente, recordamos a informacao sobre f e £ a
partir de TP(f): de fato, f = t(TP(f)) e £’ é o produto da familia de
légicas de TP(f). Finalmente, é claro que, se P é uma TP para L, entao
TP(t(P)) = P. Isto conclui a demontragao. O

Este resultado mostra, entre outras coisas, que a Definicdo 4.2.1 pode
sempre ser reduzida a Definicao 4.2.2 e tendo um ganho no que se diz res-
peito as traducgoes, pois estas sao substituidas por uma tnica que é conser-
vativa. Note que nao estamos nos referindo, em momento algum, ao caso
da Defini¢ao 4.2.3. A abordagem categorial considera apenas o caso mais
geral, uma vez que os demais podem ser vistos como caso particular.

Vejamos de que forma conectamos estes dois resultados. Por um lado,
o Teoremas 4.3.39 mostra que a categoria das légicas algebrizaveis, respei-
tando as restricoes de que o conjunto de algebrizadores é limitado, tem
produto. Ou seja, mostramos que o produto preserva a algebrizabilidade.
Por outro lado, o Teorema 4.3.40 mostra que a estrutura das seméanticas
de traducoes possiveis pode ser vista como uma tnica traducao conserva-
tiva no produto. Com isso nao é dificil notar que as semanticas algébricas
de traducgoes possiveis relacionam a légica a ser algebrizada com a quase-
variedade do produto dos traductos via uma tnica traducao conservativa.

Uma possivel generalizagdo das SAPT’s pode ser pensada, intuitiva-
mente, como “aumentando a distancia” que separa a logica a ser algebrizada
dos seus correspondentes algébricos. Por exemplo, suponha que £ seja uma
légica que nao seja finitamente algebrizavel, mas que seja caracterizada via
SATP’s por uma classe de traductos T; tais que eles préprios néo sejam fini-
tamente algebrizdveis, mas que por sua vez cada T} seja caracterizado via
STP’s por uma classe de traductos que agora sejam sejam finitamente alge-
brizdveis. Suponhamos ainda que os conjuntos de algebrizadores envolvidos
sao limitados.

Serd que seria conveniente definir algum tipo de SATP’s mais rarefeita,
de forma que £ possa ser vista como tendo uma “SATP de segundo nivel”,
mais fraca? Vamos mostrar que, gragas a uma interessante propriedade
das SATP’s, uma defini¢cdo desse tipo nao tem lugar quando o conjunto de
algebrizadores é limitado: nesses casos, ainda que pensdssemos em dar niveis
as SATP’s, os niveis colapsariam, e bastaria o nivel inicial!

Por meio do resultado a seguir, no exemplo hipotético que imaginamos
acima, a logica £ vai ter, nesse caso, a ela associada uma SATP de pleno
direito. Em outras palavras, os casos mais complexos se reduzem-se ao caso
mais simples. Vamos primeiro dar uma definicao dos niveis de SATP’s, para
depois mostrar de que forma os niveis colapsam.
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Definicao 4.3.41. Seja S = (3, Fs) um sistema dedutivo e

PA = ({(Trads)t}ier, {Kt}ter,T) uma SATP para S. Definimos o nivel
das SATP’s recursivamente:

(i) Uma SATP é de nivel 0 se os traductos Trads sao finitamente alge-
brizaveis;

(ii) Uma SATP é de nivel n + 1 se Trads é de nivel n.

Teorema 4.3.42. (Colapso) Seja PA = ({(Trads)i}ier, {Ki}ier, T) uma
SATP de nivel n para um sistema dedutivo S com algebrizadores globalmente
limitados. Entao existe uma SATP PA’ de nivel 0 para S com algebrizadores
limitados.

Demonstragcao. Fazemos a demonstracao apenas esquematica; suponha que
0 esquema abaixo denote uma SATP de nivel 2:

)
/ \
Trads, Trads,
N PN
£l cl cy £

m

Pelo Teorema 4.3.40 sabemos que, partindo das estruturas:
PA' = ({L7}1<i<n A hi<i<n {tf hi<izh) -

PA™ = ({L7h<j<m, {K] hi<j<m {t hi<j<m)

existem tradugoes conservativas tais que a situagao se reduz a:
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S
/ \
TTad31 Tra’dsn
a3 0|
Prod{L}},<i<k Prod{L}}1<j<m
Kl K}

Considerando que cada t¥ é uma traducdo (conservativa) e cada fj é
também uma traducao, entao a composicao tf o fr, é uma traducao, que leva
S em Prod{ﬁﬁ}lgjgm.

Pelo Teorema 4.3.39 temos que Prod{ﬁf}lg j<m € finitamente algebrizavel
e tem algebrizadores limitados, entdo por definicio S tem uma SATP, que
obviamente tem nivel 0.

O

O proximo resultado é uma aplicagao do Teorema 4.3.42 que vai mostrar
que a légica Cp;p,, proposta por Carnielli e Marcos em [CM99] tem uma
semantica algébrica de tradugoes possiveis.

No artigo, os autores mostram que C'r;,,, é caracterizado por uma semantica
de traducodes possiveis cujos traductos sao as préprias légicas paraconsis-
tentes C,. Como estas légicas, por sua vez, sao caracterizadas por semanticas
de tradugoes possiveis cujos traductos sdo as mesmas LFI1, conforme expli-
cado na Secao 3.3, o resultado serd obtido basicamente compondo-se estes
dois cenérios.

Teorema 4.3.43. A ldgica paraconsistente Crym tem uma SATP.

Demonstragdo. Aplicagdo direta do Teorema 4.3.42, levando em conta as
razoes dadas acima.

O



CONSIDERACOES FINAIS

Comegando das dlgebras de Boole chegamos até alguns resultados da algebra
universal, mostrando no caminho o que significa um sistema dedutivo ser al-
gebrizavel e algebrizando o calculo proposicional cldssico em detalhes. Por
meio de exemplos, argumentamos sobre as limitagoes do conceito de alge-
brizacao cléassica.

Discutimos minuciosamente os problemas de algebrizagao da légica para-
consistente, explicando didaticamente como a hierarquia de 1égicas paracon-
sistentes C), falham em ser algebrizaveis.

Comparamos os resultados negativos sobre a algebrizagao com a proposta
de algebrizacao finitaria (ou algebrizagao de Blok-Pigozzi) que pretende es-
tender a nogao cléssica creditada a Lindenbaum e Tarski. Mostramos que
nessa nova acepcao que a légica P! é algebrizdvel, mas a hierarquia C),
continua a falhar.

Motivamos e discutimos com grande riqueza de detalhes a nova proposta
de algebrizabilidade, as semanticas algébricas de tradugoes possiveis, frutos
da concepcao das semanticas de traducoes possiveis.

Detemo-nos sobre questoes instigantes a respeito do alcance da alge-
brizabilidade, como por exemplo o fato de légicas com intencoes radical-
mente distintas como a paraconsistente Js e a légica de Lukasiewicz Lg
serem algebrizdveis pela mesma quase-variedade algébrica (a variedade das
MV-dlgebras trivalentes de Moisil).

Mostramos que as semanticas algébricas de tradugoes possiveis de fato
oferecem, finalmente, uma personalidade algébrica para a hierarquia C,.
Mas, mais que isso, esta personalidade algébrica estabelece impensadas
conexoes entre as légicas paraconsistentes C, e a légica trivalente L3 de
Lukasiewicz.

Finalmente, reestruturamos todas as defini¢oes e construcoes das seman-
ticas algébricas de traducgoes possiveis em termos da teoria das categorias,
mostrando que definitivamente todos os conceitos por trdas dessa proposta
fazem parte do mais rigoroso e tradicional arcabougo matematico. Caracte-
rizamos a importante (sub)categoria das légicas Blok-Pigozzi algebrizaveis;
provamos que o produto de certas familias limitadas superiormente nesta
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categoria preserva a algebrizabilidade. As semanticas de tradugoes possiveis
podem entao ser revistas em termos categoriais como traducgoes conservati-
vas num produto categorial de l6gicas. Isso leva entdo a uma caracterizagao
categorial das semanticas algébricas de traducoes possiveis.

Todo o estudo feito para partir da algebrizacao mais elementar e chegar a
tal caracterizacao categorial das semanticas algébricas de traducoes possiveis
abriu questoes e esclareceu perspectivas. Os problemas mais interessantes
sao os seguintes:

Problema 1:

Problema 2:

Problema 3:

Um problema que deixamos em aberto é decidir se um argumento
analogo ao do Teorema 2.4.4 pode ser dado para as extensoes conser-
vativas C,)” de C), (cf. [Car00]). Essas extensoes sao obtidas a partir
das logicas C), acrescentando-se a lei da introducao da dupla negacgao
a — -, consideradas no intuito de aproximar mais a dedugao para-
consistente da dedugao classica. Conjecturamos que C;”" também nao
sao Blok-Pigozzi algebrizaveis, mas que podem ser algebrizaveis com
respeito as semanticas algébricas de traducoes possiveis.

Com base no resultado que anunciamos de que os cdlculos da hierarquia
I" ¢ P" definidas em [FCO03] sao todos Blok-Pigozzi algebrizaveis, e
ainda que para cada m, I"™ e P™ sao algebrizdveis na mesma quase-
variedade, (cf. [Bue]), conjecturamos que cada par de légicas duais
pode ser algebrizavel na mesma quase-variedade. Isso inclui investigar
também se as definigoes de dualidade (como a apresentada em [BC03]
sao ou nao adequadas para a questao da algebrizabilidade.

Um fato bastante curioso ocorre com a légica modal S5. Existem trés
apresentagoes diferentes para esta légica: a de Godel, a de Carnap e a
de Wajsberg, denotadas respectivamente por S5, S5¢ e S5". Esses
sistemas tém todos os mesmos teoremas, porém nao tém as mesmas
regras de inferéncia derivadas, pois em S5 vale a regra de necessitacio
e em S5¢ ndo, com a conseqiiéncia de que o meta-teorema da deducio
é invalido na forma padrao, a nao ser em S5°. Como mostram Blok
e Pigozzi em ([BP89] p. 47) , S5¢ ¢ finitamente algebrizével, mas as
formulacoes S5¢ e S5" nao o sdo. A questdo é mais profundamente
abordada em ([BP] p. 14-19).

Este problema comporta duas linhas de ataque diferentes. Uma, mais
ambiciosa, seria redefinir a nocao de algebrizabilidade finitaria de forma
a levar em conta as sutilezas das diferencas entre o raciocinio local e
global (referidos em [CS04] como raciocinio cauteloso).
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Problema 4:

Outra abordagem seria por meio das semanticas algébricas de tradugoes
possiveis. Nao parece dificil obter uma semantica de traducoes possiveis
de S5 em S5%, e aplicar nossa definicéo. E possivel que S5 possa
ser tratado de maneira similar.

Uma das perspectivas mais promissoras é estender nossas definigoes
categoriais de forma a considerar produtos de familias com propriedades
distintas das logicas com algebrizadores limitados. Resultados de pre-
servacao da algebrizabilidade nesses casos serao aplicados a outras
nogoes mais abstratas que a de Blok e Pigozzi, com conseqiiéncias
muito interessantes.



APENDICE

Capitulo 1

Demostracao das observagoes a respeito da condi¢ao (Con3) da relagao
de conseqiiéncia:

Fato1 (Con3) = (Cond’)

Demonstragdo. Devemos mostrar que se A - « para cada o € 'e I' F 3,
entao A F S.

Primeiramente, se I' - 3, entdo, por (Cond), existe I't;,, C T' tal que
I'¢in F 3. Aplicando (Con2), temos que A, 'y, F 3.
Do fato que A F o para cada a € T', entao A = «a para cada a € Iy,
pois I'g;, € I'. Representamos I'p;, pela seqiiéncia g - - -7y, dal, temos:
AY Yn—1,Vn B e Al vy, para cada 7; € Iy, Assumindo v = v, €
aplicando (Con3), temos que A,y -+, Yn—1 - 5.
Repetindo o mesmo raciocinio (n — 1)—vezes temos que A F 3

Fato 2 (Con3) = (Con3")

Demonstragdo. Devemos mostrar que se A - 3 entdo A - 3, em que A =
{6 € For: AF 4§}
Suponha que A I 3. Por (Con4) sabemos que existem &7 - - - d, € A tal que
81 --- 6, F B. Por outro lado, pela propriedade de A, sabemos que A + §;,
para cada 9;, com 1 < i < n. Chamemos, agora, a seqiiéncia 9 - - - §,, de A",
dai temos que A™ F 3 e que A  §; para cada d;, mas isso é 0 mesmo que
A”‘l,él FBe Al ;.

Para i = 1, temos que A" 1 §; - 3 e A F &1, dai, por (Con3), temos
que A" AR B

Repetindo esse mesmo raciocinio (n—1)—vezes, temos que A=) A F G
Note que A? = (), dai, temos que, A - (3. O
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Fato 3 (Con3') = (Con3)

Demonstragao. Sabemos, por (Conl), que I' -« para todo v € T" e aplicando
(Con2) temos que A,T' I . Da hip6tese de (Con3) sabemos que A+ « e
portanto, por (Conl), A, T F ~ para todo v € ' U {a}. Temos também
da hipétese de (Con3) que I' U {a} F 3. Portanto, aplicando (Con3’) em
A,T'F v para todo vy e ' U{a} e T'U{a} F § temos que A,T'F 3 O

Fato 4 (Con3") = (Con3)

Demonstragao. Suponhamos que A - aeI',a F 3. Como A F «, entao,
por (Con2), A,T' + a. Por (Conl) e (Con2) temos que A,I' F « para todo
v €T. LogoTU{a} C{v:A,TF~}. Dado que I',a - 3, entéo por (Con2)
temos que{vy : A,T'F v} F 3 e entao, por (Con3”), A, T' I 3. O

Lema 1.2.2

(b) Fpc (e — @) — ¢

Dem:

L Fpo((me = =) = (¢ =) = ¢)) [Ax3]

2. l—pc (—|(,0 — —|g0> [Lm 1.2.2 (a) ]

3. Fpo (ke — @) — ¢)) [MPem1le?2]
(c) Se Fpc (¢ — ) e Fpo (¥ — A) entdo Fpo (o — A).

Dem:

L. Fpco(p—19) [ Hip |

2. Fpo (v —A) [ Hip |

3. Fpo (b —=A) = (p— @ —A) [ Ax1 ]

4. Fpo(p— (Y — N [MP em 2 e 3|

5. Fpe(p— (W =) = (¢ =)= (v =) [Ax2]

6. Fpc ((p—=v) = (p—A) [MPem4eb ]

7. Fpc (¢ — A) [MPem1e6]
(d) Se Fpc (¢ — (¥ — A)) entéo Fpc (¥ — (¢ — A)).

Dem:

L Fpe(p— (b —A) [ Hip |

2 Fpo (@ — (=) — (g — ) = (p— N) [ Ax2]

3. Fpo(p—1¢)—(p—A) [MPem1le?2|

4 brot— (p—v) [ Axl]

5. Fpcp — (p — N) [Lm 1.2.2 (c) em 4 e 3 |
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(k) Fep ~(a A B) — (~aV -B).
Dem:
(=)
I Fpo—(anB) [ Hip |
2. Fpo~=(a— —0) [ Defnem 1|
3. Fpc (a— —0) = (a— —p) [Lm 1.2.2 (e) |
4. Fpca—f [ MP em 2 e 3]
5. Fpc a—a« [Lm 1.2.2 (e) |
0. I_pc —|—|Oz—>—|ﬁ [Lm 1.2.2 (C) em5e4]
7. Fpc —aV g3 [ Defy em 6 |
S
1. Fpo—-aV -4 [Hip]
2. Fpo —a— 4 [ Defy em 1 |
3. Fpca— 1« [ Lm 1.2.2 (f) ]
4. Fpoa— p [Lm 1.2.2 (¢) em 3 e 2|
5. Fpe (a— —8) = = (a — —f) [Lm 1.2.2 (f) ]
D. |—pc —|—\(O¢—>—\IB) [MP em4e5]
5. Fpc —(aAp) [ Defr em 6 |
(1) FpocaAp— (.
Dem:
1. Fpo (28— (a— —p)) [ Ax1 |
2. Fpe ((50) = (a = =0) = (=(a = =) = =(=F)) [Lm1.2.2 () |
3. |—pc —|(Oé — —|ﬁ) — —|(—|ﬁ) [ MPem1e?2 ]
4. Fpc -3 —p [Lm 1.2.2 (e) ]
5. Fpc —(a— —8) — 0 [Lm 1.2.2 (c) em 3 e 4 |
6. FpcaNp—( [Defr em 5 ]
(m) Fpc a A — a.
Dem:
l. Fpca— (68— a) [ Ax1 |
2. Fpc (f— a)— (na— —0) [ Lm 1.2.2 (i) ]
3. Fpc (a— (ma— —f)) [Lm 1.22 (c)em 1 e 2]
4. Fpo (o — (a — —=f)) [Lm 1.2.2 (d) |
5. Fpc (o — B) — (70 — ~a)) [ Lm 1.2.2 (i) ]
6. Fpc—a— (-0 — —a)) [Lm 1.2.2 (c)em 4 e 5 |
7. FpcaAfp — « [andlogo Dem Lm 1.2.2 (1) |
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(n) Fpc o — aV g.

Dem:

1. |—pc o — (Oé — ﬁ) [Lm 1.2.2 (g) ]

2. Fpca— (—na—p) [Lm 1.2.2 (d) em 1 |
3. Fpca—aVvp [ Defy em 2 |

(o) Fpc B — aV .
Dem: Imediato a partir do axioma 1 e defini¢ao do Vv

(p) Se Fpca— (B — (aAp)).
Dem:
1. Fpo (a— —0) = (a— —p) [Lm 1.2.2 (a) |
2. Fpca— ((a—-p8)— —0) [Lm 1.2.2 (d) em 1 |
3. Fpca— (f— —(a— —p)) [Lm 1.2.2 (i) e (e) em 2 ]
4. Fpoca— (B— (aAp) [ Defn em 4 |

(q) Se Fpc (e — ) ebpe (B — ), entdao Fpe (aV 3) — 7.
Dem: Prova por reducao ao aburdo.

1. Fpoca—xy [ Hip ]

2. FpcB—n [ Hip |

3. Fre((@v8) —7) [ Hip. prov. ]

4. Fpo (aVB)A [ Defa em 3 |

5. FpcaVvp [Lm 1.2.2 (m) em 4 ]

6. Fpc Y [Lm 1.2.2 (1) em 4 |

7. |—pC—|a~>ﬂ [DefvemS]

8. Fpo-a—ry [Lm 1.2.2 (c) em T e 2|

9. kFpc—v—a [Lm 1.2.2 (i) e (e) em 8 ]
10. Fpc —y — [Lm 1.2.2 (i) e (e) em 1]
11. Fpe —a [ MP em 6 e 10 ]

12. Fpc [MPem6e9]

13. FpcaA -« [Lm 1.2.2 (p) em 12 e 13 |
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(s) Se Fpc (o — B) e Fpe (v — ), entao Fpo a — (B V 7).
Dem:
1. Fpca—p [ Hip |
2. Fpca—xy [ Hip |
3. FpcfB—(BVy) [Lm 1.2.2 (n) |
4. Fpoca— (BV7) [Lm 1.2.2 (¢c) em 1 e 3]
5. Fpe(a—(BVY) = (@ —7) = (@ — (BV) [Axl]
6. Fpo(a—7v)—(a—(BVY)) [MPem4eb]
7. Fpe((@—=7) = (a—=(BVY) = (a—B)— [Axl]
(@ —=7) = (a—=(BV7)
8 Fpoc(la—p)— (a—v) —(a—=(BVYy))) [MPem6eT7]
9. Fpoc(a—7v)—(a—(BV7Y)) [MPem1e38]
10. Fpca— (BV7y) [MPem2e9 ]
(t) Se Fpo (a A —a) — .
Dem:
1. Fpca— (=0 — a) [ Ax1 ]
2. Fpo 0 — (a—a) [Lm 1.2.2 (d) em 1 |
3. Fpo-(aa—a)—p [Lm 1.2.2 (i) e (e) em 2 ]
4. Fpo (aN-a)— [ Defn em 4 |
(v) Fop —~(aV B) « (ma A —p).
Dem:
(=)
1. Fpc=(aVp) [ Hip |
2. |—pca—>(a\/ﬁ) [Lm 1.2.2
3. Fpc B — (aVp) [ Lm 1.2.2
4. Fpc -(aVp) -« [Lm 1.2.2 (i) em 2 |
5. Fpo ﬂ(Oz\/ﬁ)—>—\IB [Lm 1.2.2 m3]
6. Fpc~(aVvp) —--an-8 [Lm122(r)em4eb|
7. Fpcoa N [MPem1le6]
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(=)
1. Fpo (maA—p) [ Hip ]
2. Fpe =(~a — ——p) [ Defr em 1 |
3. Fpo(—8—a)— (~a— —-p) [ Lm 1.2.2 (i) |
4. Fpo (o — —=f) = =(=6—a) [Lm12.2 (i) em 3]
5. "pCﬁ(ﬁﬂ—)O&) [MPem264]
6. Fpc—(BVa) [ Defy em 5 |
7. Fpca—(aVp) [Lm 1.2.2 (o) ]
8. FpcfB—(avp) [Lm 1.2.2 (n) ]
9. Fpe(aVp)— (BVa) [Lm 1.2.2 (q) em 7 e 8]
10. Fpo = (BVa) — =(aVP) [Lm 1.2.2 (i) em 9 |
11. Fpo —(aVB) [ MP em 6 e 10 |

(v) Fpc aN(BV7y)

< (aApB)V

(A7)

Dem: Por redugao ao absurdo.

(=)

I Fpoan(BVa) [ Hip |

2. Fpc—=((anp)V(aA7y)) [ Hip.prov. |

3. Fpc (—(aAB)AN=(aNy)) [Lm 1.2.2 (v) em 2 ]

4. Fpc -(aAp) [Lm 1.2.2 (m) em 3 ]

5. Fpc —=(any)) [Lm 1.2.2 (1) em 3 |

6. Fpca— —f) [ Defn em 4 |

7. Fpca— -y [ Defr em 5 |

8. Fpo(a— (—yA-3)) [Lm 122 (r)em 6 e 7]
9. bFpoca—-(yVp) [Lm 1.2.2 (v) em 8 |
10. Fpc ~(a— =(yVH)) [ Defr em 1|

11. Fpo (a—==(yVP)A=(a—=(yVF) [Lm1.22 (p)em9e 10 ]
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(<)
L e (@AB)V (@A) [ Hip |
2. Fpe—-((aNp)V(aA7y)) [ Hip.prov. |
3. Fpca——(BV7y) [ Defa em 2 |
4. Fpca— (2BAN—y) [Lm 1.2.2 (v) em 3 |
5. Fpe (<8 —) = -0 [ Lm 122 (1)
6. Fpe(<BA—) = [ Lm 122 (m) |
7. Fpca——p [Lm 122 (c)em4eb |
8. bFpoca— -y [Lm 1.2.2 (c) em 4 e 6 |
9. FpcaV-p [ Defr em T |
10. Fpo ~aV —y [ Defa em 8 |
11. Fpe (maV =0) A (ma Vv —y) [Lm 1.2.2 (p) em 9 e 10 |
12. Fpo ~(aAB)A=(aA7) [Lm 1.2.2 (k) em 11 ]
13. Fpc =((aAB)V (aA7y)) [Lm 1.2.2 (v) em 12 ]
14. Fpo (aAB)V(iaAy)A=((aANB)V(eAy) [Lm1.22 (p)em 13 el ]
(z) Se Fep apg < By e Fop a1 < B entdo Feop (ag — a1) < (Bo — Fi).
Dem:
(=)
1. Fpc ag < fo [ Hip |
2. Fpcar < B [ Hip |
3. Fpcoag— aq [ Hip. prov |
4. Fpc Bo [ Hip. prov |
9. l_PC ﬂo — Q [ D6f<_, em 1 ]
6. Fpc ap [MPem4eb5]
7. |—pca1 [MPemGeS]
8. Fpocar— B [ Defo, em 1]
9. Fpc B [MP em 7e 8|
(«<=) Analogo ao anterior.
(w) Fpc (A ) sse Fpo a e bpo .
Dem:
(=)
1. FpcaAnp [ Hip |
2. FpcaNB—p [Lm 1.2.2 (1) |
3. FpcaNf—« [Lm 1.2.2 (m) ]
4. Fpo« [MPem1le?2]
5. Fpc B [MPem1e3]
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(<)

1. Fpca [ Hip |

2. bFpcp [ Hip ]

3. Fpca— (8- (anpB)) [ Lm 1.2.2 (p) |
4. Fpo (B— (aAB)) [MPem1e3]
5. Fpc (aAp) [MPem2e4]

Lema 4.3.44. Todo reticulado satisfaz as sequintes desigualdades:
(1) 2M(yUz) < @ny)U (en2);
(2) zU(yNz) <(zUy) N(zUz).

Dem: (1)

Como inf{z,y} <y ey < sup{y,z}, entdo pela transitividade, temos que
inf{z,y} < sup{y, z}, isto é:

(a) (¢Ny)<yle,

Por raciocinio anédlogo temos também que:

(b)  (xM12) < (yU2):

Sabe-se também que inf{z,y} < z, isto é:

(c) xMy <.

1. (zNy)=(zNy)N(yL=z) [ Cond. (A) em (a) |
2. (zNy)=(zNy)Nz [ Cond. (A) em (c) ]
3. (zNy)=[(zNy)Nz]N(yUz) [ Subst. 2 em 1 |

4. (zNy)=(zNy)N[zN(yUz2)] [ Assoc. em 3 |

5. (zNy) <zN(yUz) [ Cond. (A) em 4 |
6. (zMz)=(xMNz)MN(yUz) [ Cond. (A) em (b) ]
7. (zNz)=[(zNz)Nz|MN(yUz) [ Idemp. em 6 |

8 (zxMz)=(xNz)NzN(yUz)] [ Assoc. em 7 |

9. (zNz)<zN(yUz) [ Cond. (A) em 8]

De 5 e 9 concluimos que = M (y U z) é um limite superior do conjunto
{(zxMy); (xMz)}. Pela Definigao 1.3.8 o supremo de um conjunto é o menor
limite superior, concluimos portanto que (z My)U (xMz) < zM(yU 2).

A demonstragao de (2) é andloga.

O Metateorema da Deducao em C,,;, e suas extensoes axiomaticas

Provaremos aqui o Teorema da Deducao para C,,;, que serd valido para
qualquer extensao axiomdtica de Cpy;pn, em particular para C'l.
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Lema 4.3.45. '+, A — A.

Dem: Como A — (B—A) - (A—(B—A4) —A) - (A— A)é
uma instancia do axioma Ciyp 2 e A — (C — A) é o0 axioma Chy;p, 1, entao
por Modus Ponens duas vezes temos que A — A.

Teorema 4.3.46. (Teorema da Dedugao) Para qualquer extensao axiomdtica
L de Cpin temos:
I''Atp Bssel'kp A— B

Dem:
(<) Obvio, em vista do fato que em L temos a regra de Modus Ponens.
(=) Provaremos por indugao no comprimento das derivagoes em L, adap-
tando argumento conhecido na literatura.

Suponhamos que I'; A -1, B e seja A1, As,..., A, = B a sequéncia que
deduz B a partir de I, A. Entédo cada A;, com 1 <i <n, é um elemento de
I', ou A; é A, ou A; é obtido de A; e A; — A; pela tinica regra de Modus
Ponens.

Vamos provar, por inducdo em n, que I' -7, A — A; para todo i.

(a) Para n =1, a sequéncia tem um tnico elemento, a saber, A; = B. Logo
A1 é Aou A eT.

1. Se Ay = A, entao pelo Lema 4.3.45 '+ A — A = A;j.

2. Se A} = B €T, entao do axioma Cjy, 1 temos que B — (A —
B). Como BeT,entao ' A — B = A;.

(b) Para n > 1, suponhamos por hipdtese de inducao que I' F;, A — A,
para i < n, e vamos provar que I' - A — A;41.
De fato, sé interessa o caso onde A;;q é obtido de Aj e Ay, = A; —
Ait1, para j, k < i, por Modus Ponens, pois nos demais casos racioci-
namos como no passo (a).
Por hipétese de indugao temos:

F}—LA—>AJ'€F|—LA—>A]€, iStOé,

FI_LA—>AJGF|_LA—>(A]—>AZ+1)

Porém, pelo axioma Ci;p 2,
(A= Aj) = (A= (4 = 4is1)) = (A— A1)

e por Modus Ponens duas vezes, obtemos que I' -, A — A;11.
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Com o Teorema da Deducao podemos derivar o axioma 2 de PC (ver
Capitulo 1), que é o que mostra o préximo Lema. Com isso todos os Lemas
de PC que fazem uso somente dos axiomas 1 e 2 e a regra de Modus Ponens
sao validos em C,,;,, logo em todas as sua extensoes axiomadticas, inclusive
C'il que estudaremos na proxima secao.

Lema 4.3.47. +; A— (B—C)— ((A— B) — (A—(C))

Dem:

1. vy A— (B—C) [Hip]

2. FLA— B [ Hip |

3. kA [ Hip |

i+ B [MP em 3¢ 2]
5. L B—C [MPem3el]
6. FrC [MPem4eb5]

Portanto, aplicando o Teorema da Deducao 4.3.46 trés vezes, temos que
Fr A— (B—C)— ((A—B)— (A— Q).
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