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Capitulo 1

Historico e Paradoxos

1.1 Os Paradoxos Légicos e o Infinito

O infinito tem sido historicamente a maior fonte de problemas nas ciéncias
formais (matemadtica, légica e mais modernamente nas ciéncias da com-
putacado), sendo os dilemas colocados pelo infinito conhecidos desde a an-
tiguidade. Esta questao tem preocupado os filésofos e os matematicos a
tal ponto que o grande matemaético alemao David Hilbert em seu conhecido
discurso Uber das Unendliche (“Sobre o Infinito”) proferido na cidade de
Miinster em 1925, chegou a afirmar que “... é portanto o problema do in-
finito, no sentido acima indicado, que temos que resolver de uma vez por
todas”.

Hilbert sabia que a presenca do infinito ameaga a consisténcia dos sis-
temas mateméticos (embora nao seja a unica causa possivel de problemas de
fundamentos), e dedicou sua vida a tentar provar que o uso do infinito pode-
ria ser eliminado de uma vez por todas da matematica, dentro do chamado
“Programa de Hilbert”. Como se sabe, Hilbert nao teve sucesso, tendo sido
suas pretensoes derrotadas pelos Teoremas de Godel, demonstrados por Kurt
Godel na década de 30.

O infinito é incompreensivel a consciéncia humana, primeiro porque nao
existe como entidade fisica (ndo hé no universo nenhum exemplo de alguma
classe infinita, e de fato parece ser impossivel existir, pelas leis da fisica e
da moderna cosmologia). O infinito s6 existe na imaginagao dos cientistas,
que precisam dele basicamente para elaborar teorias com generalidade su-
ficiente para que possam ser interessantes. Por exemplo, se queremos uma
teoria simples que possa se referir a aritmética, ndo podemos supor que
exista um ultimo nimero natural IV, pois as operacoes elementares com val-



ores menores que N claramente ultrapassam N (o resultado do produto de
numeros menores que N pode ser maior que N). Dessa forma, somos obri-
gados a trabalhar com a hipétese de que a seqiiéncia dos nimeros naturais
é ilimitada, ou seja, infinita de algum modo.

Este modo de tratar as quantidades ilimitadas corresponde ao chamado
infinito potencial, isto é, teoricamente nao limitado. A esse conceito se con-
trapoe a idéia do infinito atual ou infinito completado, quando tratamos
uma classe infinita como um todo. Por exemplo, se queremos estudar as
propriedades do conjunto N dos nimeros naturais (o qual, em termos de or-
dem, também nos referimos como w) estamos tratando com o infinito atual,
ou em outras palavras, assumindo-o como completado. Muitos paradoxos
antigos (como os paradoxos de Zenao de Eléia) exploram esta distingao: se
assumimos que o infinito atual é possivel, o paradoxo se resolve (como dis-
cutiremos a seguir). Mas assumir que o infinito atual existe tem seu prego,
e cria outros paradoxos, como veremos mais adiante.

Podemos ver o mecanismo de prova por inducao que serda bastante u-
sado neste livro (ver Capitulo 2) como um mecanismo que permite passar,
dentro da aritmética, do infinito potencial ao infinito atual. Dessa forma,
na matemadtica usual, nao precisamos nos preocupar com a distincao entre
infinito atual e potencial, embora essa distin¢ao continue a ser um problema
filosofico interessante.

Quando assumimos o infinito atual, como mostrou o matematico russo
Georg Cantor, criador da moderna teoria dos conjuntos, somos obrigados
a admitir que existe nao um, mas infinitos tipos de infinito. Por exemplo,
Cantor mostrou que a quantidade infinita de nimeros naturais, embora seja
a mesma quantidade dos ntimeros racionais, é distinta da quantidade infinita
de nimeros reais.

A seguir, com finalidade de interessar o leitor sobre o que podemos
chamar a Grande Questao do Infinito, vamos mostrar alguns tipos de pro-
priedades e de problemas que ilustram de maneira simples o cardter para-
doxal do infinito, antes de passarmos aos outros paradoxos que envolvem
mecanismos mais sofisticados (como a auto-referéncia, que como veremos,
encerra de algum modo uma idéia de regresso infinito).

1.2 Algumas Propriedades Paradoxais do Infinito

1.2.1 O Paradoxo de Galileu

Consta do folclore que Galileu Galilei haveria ficado muito intrigado com a
seguinte questao: se o conjunto dos niimeros pares esta contido propriamente



no conjunto dos nimeros naturais, deve haver menos pares que naturais (por
exemplo, os impares nao sao pares, e eles sao infinitos).
Porém se fizermos a seguinte identificacao:

21
42
6+— 3

2n—n

podemos fazer o conjunto dos pares ocupar todo o conjunto dos naturais.
Como é possivel que a parte nao seja menor que o todo?

Justamente, falhar a propriedade de que o todo seja maior
que as partes € uma caracteristica das colegées infinitas, o que
explica em parte nossa dificuldade em compreendé-las.

1.2.2 O Passeio de Cantor e os tipos distintos de infinito

Durante muito tempo (até pelo menos o século XIX) pensou-se que os
nimeros racionais nao poderiam ser enumerdveis (ou contdveis) como os
naturais, uma vez que entre cada dois racionais % e g existe sempre outro,
que é sua média aritmética:
a.d+b.c
2.b.d
e portanto entre dois racionais hé infinitos outros.

Georg Cantor mostrou por um artificio muito simples que, embora real-
mente entre cada dois racionais haja infinitos outros, basta contarmos os
racionais de uma maneira diferente da usual (por “usual” entendemos a or-
dem dos nimeros reais, vistos como pontos de uma reta) para que possamos
nos convencer que hé precisamente tantos racionais quanto nimeros natu-
rais. Para isso, estabeleceremos uma enumeracao dos nimeros racionais
positivos (maiores que zero), e a partir dai, é possivel (por um argumento
andlogo aquele da prova da similaridade entre os pares e os naturais) provar
a enumerabilidade dos racionais:
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4/1 4/2 4/3 4/4 4/5
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5/1 5/2 5/3 5/4 5/5

Nessa tabela, mesmo que algumas fragoes equivalentes aparecam varias
vezes (como, por exemplo, 1/1,2/2,3/3, ... etc.), todos os racionais positivos
certamente aparecem, e cada um recebe um nimero natural, como mostra
o caminho tracado no diagrama acima (chamado de passeio de Cantor).

Por outro lado, os ntimeros reais nao podem, de fato, ser enumerados:
suponhamos, para poder chegar a um absurdo, que os reais sejam enu-
meraveis. Se assim o fosse, os reais no intervalo fechado [0, 1] também se-
riam. E dentro dessa suposi¢ao imaginemos que temos uma lista completa
deles usando a expansao decimal, de modo que se o numero nao é uma
dizima como 0,345 escrevemo-lo com infinitos zeros a direita 0,345000. . ;
mais ainda, o nimero 1 é representado como 0,999... :



Ordem | Real

1 0, aill ai19 ai3 a14 ... Q1n
2 0, as1 G2 Q23 Q24 ... Q9p
3 0, aszl asa ass as4 ... Qa3p
4 0, a4l Q42 Q43 Q44 ... Q4p
m 0, Aml Am2 Gm3 Gmd  --- Qmn

onde cada a;; representa um digito entre 0 e 9.

Vamos construir um outro nimero real d em [0, 1] que ndo pertence a
esta lista: para cada digito a;; considere o digito a;; = a;; + 1 (definindo,
no caso em que a;; = 9, o digito a;; = 0). Definimos entdo d como:

d=0, aj1a22a33 ... pn - - -

Observando que a@;; # a;j, ¢ claro que d nao esta na lista, pois difere de
um digito de cada um dos outros da lista. Com efeito, d difere do primeiro
numero da lista (a0 menos) no primeiro digito, do segundo nimero da lista
(a0 menos) no segundo digito e, em geral, do n-ésimo nimero da lista (ao
menos) no n-ésimo digito. Portanto d, um ndimero real entre 0 e 1, difere
de todos os numeros da lista acima, o que é um absurdo, pois haviamos
suposto que lista era completa. Assim se prova que nao podemos enumerar
os reais, que constituem entdo um conjunto infinito maior (isto é, com mais
elementos) que os naturais e racionais.

Chamamos o infinito dos reais de “infinito nao enumeravel”.

Cantor provou que estes sdo apenas os primeiros de uma quantidade
infinita de infinitos, mostrando basicamente que o conjunto das partes de
um conjunto infinito de uma dada ordem produz um conjunto infinito de
ordem superior.

Mencionamos finalmente que o método usado na demonstragao acima da
nao-enumerabilidade do intervalo real [0, 1] é chamado de método diagonal
de Cantor (observe que o nimero d é construido modificando a diagonal



da matriz infinita definida acima), e ¢é utilizado frequentemente na area da
Computabilidade, com as modificagbes necesséarias em cada caso.

1.2.3 O Hotel de Hilbert

Outra brincadeira folclérica é o chamado “Hotel de Hilbert”: existe um certo
hotel, com um ntimero infinito e enumeravel de quartos

Q17Q27Q37"'Qn>'--

Por sorte do proprietario, os quartos estao todos lotados. No meio da noite
chega mais um héspede sem reserva. O gerente simplesmente pede a cada
héspede que se mude para o quarto da direita, liberando o quarto ()1 para
o viajante inesperado.

Na outra noite chegam dois novos héspedes, e o gerente pede agora a
cada héspede que se mude dois quartos a direita, liberando os quartos Q1
e ()2, e assim por diante. Uma noite porém chega um onibus de excursao
(bastante grande) trazendo infinitos novos héspedes sem reserva.

O gerente agora pede a cada héspede que se mude para o quarto cujo
ntimero seja o dobro do seu (de @, para Q2,), liberando espago para todos.

Assim ele continua recebendo quantos hdspedes novos quiser, até que
uma noite (héspedes inesperados sempre chegam a noite) estaciona um
onibus da Cia. Real de Turismo, e ele se apavora. Por qué?

1.2.4 O Lema de Konig

O Lema de Ko6nig é uma forma (valida somente para conjuntos enumeraveis)
do chamado Axioma da Escolha, que propde que todo conjunto pode ser
bem-ordenado (isto é, ordenado de forma que quaisquer de seus subconjuntos
tenha um primeiro elemento com relagao a esta ordem).

O Lema de Konig afirma que’

Toda drvore infinita, que seja finitamente gerada (isto é, tal
que cada ramo tenha um nimero finito de descendentes) possui
pelo menos um ramo infinito.

Damos a seguir duas aplicagoes interessantes do Lema de Konig :

1. O Problema da Descendéncia

10s conceitos formais de drvore, ramo, descendente, nés e nds sucessores serdo definidos
no Capitulo 4 deste livro.



Se a vida na Terra nao se acabar, existe uma pessoa que vai ter infinitos
descendentes.

Sugestao: pense numa drvore e use o Lema de Konig.

2. O Problema da Caixa de Bolas

Uma caixa contém inicialmente uma bola marcada com um niumero
arbitrario. Imagine que podemos sempre trocar uma bola por uma
quantidade qualquer (finita) de bolas, mas marcadas com um nimero
menor. Por exemplo, podemos trocar uma bola marcada com 214
por 1.000.000 de bolas marcadas com 213, e assim por diante. No
caso porém de retirarmos uma bola marcada por zero, nao colocamos
nenhuma outra. Sera possivel por esse processo esvaziar a caixa?

Sugestdo: pense numa drvore cujos nos sejam as bolas, e cujos nos
sucessores sejam as que foram colocadas em seu lugar. Use o Lema de
Konig.

1.3 Os Paradoxos Légicos

1.3.1 O significado dos paradoxos

Varios exemplos na literatura e na pintura, como os quadros do pintor belga
René Magritte e os desenhos do holandés M. C. Escher, fazem uso da nogao
de auto-referéncia e de seu carater paradoxal como elemento de estilo. Numa
passagem do “Ulisses” de James Joyce, por exemplo, uma das personagens
centrais, Molly Bloom, questiona o préprio autor.

Um dos mais simples, e provavelmente o mais antigo, dos paradoxos
l6gicos é o “Paradoxo do Mentiroso”, formulado por um pensador cretense do
século VI A.C., Epiménides, que dizia: “Todos os cretenses sao mentirosos”.

Esta sentenca, s6 superficialmente problemaética, é frequentemente con-
fundida com o paradoxo de Eubulides de Mileto, que afirma “Eu estou
mentindo”, esta sim, uma afirmagao paradoxal e que estd na raiz de um
dos resultados da légica formal mais importantes do século XX. A versao
de Epiménides figura na Biblia, tornando a légica a tunica disciplina com
referéncia biblica: “Os cretenses sao sempre mentirosos, feras selvagens,
glutoes preguigosos”, adverte a epistola de Sao Paulo a Tito (1:12-13),
chamando a atencao para o fato de que o proéprio cretense Epimeénides o
afirma.

O paradoxo do mentiroso na versao de Eubulides (na forma “Eu estou
mentindo” ou “Esta sentenca é falsa”), longe de ser uma simples banalidade



do pensamento, esta ligado, como veremos, a um dos teoremas mais profun-
dos do pensamento légico e matematico, o Teorema de Godel, formulado em
1936.

Pode parecer que a auto-referéncia é a causa destes paradoxos; contudo,
a auto-referéncia, por si mesma, nao é nem sempre responsavel pelo carater
paradoxal das assercoes, nem mesmo suficiente para causar paradoxos: por
exemplo, se um cretense afirma “Os cretenses nunca sao mentirosos”, ou se
Eubulides afirma “Nao estou mentindo” estas afirmacoes auto-referentes sao
apenas pretensiosas.

Por outro lado, mesmo que abolissemos a auto-referéncia nao elimi-
nariamos os paradoxos: por exemplo, um paradoxo conhecido desde a época
medieval imagina o seguinte didlogo entre Sécrates e Platao:

Sécrates: “O que Platao vai dizer é falso”

Platao: “Socrates acaba de dizer uma verdade”.

Nenhuma das sentencas pode ser verdadeira, e nem falsa; nesse caso, a
causa do paradoxo ¢ a referéncia cruzada ou circular, e nao a auto-referéncia.
Mas nem mesmo a circularidade da referéncia é sempre responsavel pelos
paradoxos: uma simples mudanca no didlogo entre Sécrates e Platao (basta
trocar “falso” por “verdadeiro” e vice-versa) elimina o paradoxo, embora a
circularidade continue presente.

Na realidade, um dos problemas l6gicos mais dificeis é determinar quais
sao as condicoes que geram paradoxos, além das tentativas de eliminar, solu-
cionar ou controlar os ja existentes. Este problema é, em muitos casos, in-
soluvel, e tal fato tem obviamente um enorme significado para o pensamento
cientifico em geral, e para a légica em particular.

Apresentamos aqui alguns dos mais conhecidos paradoxos, antinomias
e circulos viciosos. A andlise dos paradoxos serve como motivagdo ao es-
tudo da légica matematica, que poderia ser pensada como a formalizagao
do pensamento racional livre de paradoxos, pelo menos dos paradoxos que
a destroem.

Se aceitamos as leis basicas da légica tradicional (isto é, leis que regem os
operadores “ou”, “e”, “se... entao”, “nao”, “para todo”, “existe”), que sao
o objeto de estudo deste livro, ha basicamente duas maneiras de “resolver”
um paradoxo:

1. a primeira (seguindo uma tradigao iniciada pelo 1égico inglés Bertrand

Russell) que propoe que certos enunciados paradoxais deixem de ser
considerados como enunciados propriamente ditos;
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2. a segunda (a partir de idéias devidas ao légico polonés Alfred Tarski)
propoe que sejam considerados como regulares os enunciados onde
nao ocorre o predicado de “ser verdade” (ou assemelhados, como “ser
falso”); os enunciados linguisticos que nao sao regulares fazem parte
da metalinguagem.

Costuma-se ainda fazer distingao, na literatura, entre paradoxos e antino-
mias: estas seriam as contradigoes logicas, como o Paradoxo de Russell e do
Mentiroso, enquanto os paradoxos propriamente ditos seriam os enunciados
que nao envolvem contradicao, mas desafiam nossas intuicoes ou crencas.

As situagoes paradoxais apresentadas a seguir sao formuladas na lin-
guagem natural (isto é, em portugués corrente); como exercicio, vocé deve
tentar analisi-las, informalmente, e decidir se se trata de antinomia, se existe
solucao, ou simplesmente de uma situacao paradoxal que escapa a intuicao.

Os problemas aqui encontrados servirao de motivacao para que seja intro-
duzida uma linguagem formal, muito mais simples que a linguagem natural,
mas também muito mais exata, e que com base nesta linguagem sejam for-
muladas cuidadosamente as regras e leis que regem a légica. Dessa forma,
podemos entao considerar a légica nao como uma teoria que resolve todos
os paradoxos, mas como uma disciplina que aprende com eles e que tenta
erigir um dominio em que se minimizem seus efeitos.

1.3.2 Paradoxos e antinomias mais conhecidos

1. Numa folha de papel em branco escreva: “A sentenca do outro lado
é verdadeira”. No outro lado escreva: “A sentenca do outro lado é
falsa”. As sentencas sao verdadeiras ou falsas?

2. (Paradoxo de Bertrand Russell, numa carta a G. Frege, em 1902) Con-
sidere o conjunto de todos os conjuntos que nao sao membros de si
mesmos. Este conjunto é membro de si préprio?

3. (Paradoxo do Barbeiro) Um barbeiro foi condenado a barbear todos
e somente aqueles homens que nao se barbeiam a si proprios. Quem
barbeia o barbeiro?

4. (Paradoxo de Kurt Grelling) Podemos dividir os adjetivos em duas
classes: autodescritivos e nao-autodescritivos. Por exemplo, sao au-
todescritivos os adjetivos “polissilabo”, “escrito”, e nao-autodescritivos
os adjetivos “monossilabo”, “verbal”, etc. O adjetivo “nao-autodescriti-
vo” é autodescritivo ou nao-autodescritivo?

11



10.

11.

12.

13.

Qual é “o menor numero inteiro que ndo se pode expressar com menos
de quinze palavras” 7 (conte quantas palavras expressam este nimero).

Qual é o menor numero inteiro que nao se menciona de nenhuma
maneira nestas notas? Existe tal nimero?

Se nao existe, estas notas mencionam todos os niimeros inteiros?

Analise a seguinte prova da existéncia de Deus: escreva “Esta sentenca
¢ falsa ou Deus existe”. Se a sentenca toda for falsa, as duas partes
separadas por “ou” sao falsas, portanto a parte “Esta sentenca é falsa”
¢é falsa; sendo falso que “Esta sentenca é falsa” obriga a que “Esta
sentenca é falsa” seja uma sentenca verdadeira, tornando verdadeira a
sentenca toda, contradicao.

Portanto a sentenca toda é verdadeira, logo uma de suas partes é
verdadeira. E claro que a primeira parte nao pode ser verdadeira
(pois isto contraria o que ela estd afirmando, isto é, a sua falsidade),
logo a segunda parte deve ser verdadeira, isto é, Deus existe.

Um crocodilo raptou um bebé de sua mae e prometeu devolvé-lo se a
mae respondesse corretamente “sim” ou “nao” a questao : “Vou comer
o bebé?”. O que a mae respondeu e o que fez o crocodilo?

Um juiz determinou que uma testemunha respondesse “sim” ou “nao”
a questdao “Sua préxima palavra serd nao?” Qual é a resposta da
testemunha?

(Dilema do Enforcado) Os prisioneiros de um certo reino sdo sempre
decapitados ou enforcados. Um prisioneiro conseguiu o privilégio de
formular uma afirmacao; se fosse falsa, ele seria enforcado, e se ver-
dadeira, decapitado. Qual afirmacéo o prisioneiro poderia formular
para nao ser executado?

(Paradoxo de Protdgoras) Um jovem advogado fez o seguinte trato
com seu mestre, Protagoras: ele s6 pagaria pela sua instrucao se con-
seguisse vencer o primeiro caso. Como ele nunca aceitava nenhum
caso, Protdgoras o acionou, e ele teve que se defender. Quem ganha a
causa?

Construa um supermicrocomputador que seja:

a) facilimo de carregar; b) econémico e simples de construir; ¢) infalivel
e universal; d) cujo sistema operacional seja tao simples que qualquer
crianca o opere.

12



14.

15.

16.

17.

18.

(Sugestao: uma moeda, escrita “sim” de uma lado e “nao” do outro.
Faca qualquer pergunta a maquina, e em seguida uma nova pergunta
9

apropriada.)

(Paradoxo do Livro sem Fim) Sobre uma mesa hd um livro. Sua
primeira pagina é bem espessa. A espessura da segunda é metade
da da primeira, e assim por diante. O livro cumpre duas condigoes:
primeiro, que cada pagina é seguida por uma sucessora cuja espessura é
metade da anterior; e segundo, que cada pagina é separada da primeira
por um numero finito de pdginas. Este livro tem ultima pagina?

(Paradoxo do Enforcado) Um juiz sentenciou um réu a morte pela
forca, impondo a seguinte condicao: que o réu seria enforcado de sur-
presa (isto é, sem poder saber em que dia), entre segunda e sexta feira
da préxima semana, ao meio dia. Aconteceu a execucao?

(Paradoxo do Ovo Inesperado) Imagine que vocé tem duas caixas a sua
frente, numeradas de 1 a 2. Vocé vira as costas e um amigo esconde
um ovo em uma delas. Ele pede que vocé as abra na ordem, e garante
que voce vai encontrar um ovo inesperado. E claro que o ovo nao pode
estar na caixa 2 (pois nao seria inesperado), e portanto essa caixa esta
fora. Sé pode estar na 1. Vocé vai abrindo as caixas e encontra o ovo
na caixa 2. Ele estava certo, mas onde esta seu erro de raciocinio?

(Paradoxo da Confirmagao de Hempel) Suponha que um cientista
queira provar que todo papagaio é verde. Essa afirmagao equivale logi-
camente a “tudo que nao é verde nao é papagaio” e portanto todos os
exemplos que confirmam a segunda sentenga, confirmam a primeira.
Um gato preto e branco nao é verde, e nao é papagaio, e portanto
confirma que todo papagaio é verde. Onde esta o erro?

Os seguintes paradoxos sao devidos ao 1égico Jean Buridanus (de seu
livro Sophismata, do século XIV). Vamos admitir algumas hipéteses
que parecem bastante razoaveis:

e se sabemos alguma coisa, entao acreditamos nisso;

e se acreditamos que alguma coisa é verdadeira, entao acreditamos
nessa coisa;

e se alguma coisa é falsa, entdao nao pode fazer parte de nosso con-
hecimento.
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Analise agora as sentengas abaixo, conhecidas como Paradoxos do con-
hecimento:

(a) “Ninguém acredita nesta sentenga”. Mostre que esta sentenga
nao faz parte do conhecimento de ninguém.

(b) “Eu nao acredito nesta sentenca”. E possivel que vocé acredite
nesta sentenca?

(c) “Ninguém conhece esta sentenca”. Mostre que esta sentenga é
verdadeira, mas nao faz parte do conhecimento de ninguém.

1.3.3 O que podemos aprender com os paradoxos?

Na secao precedente optamos por colocar os paradoxos como questoes, de-
safiando vocé a tentar resolvé-los. Nao mostramos as solugoes, porque em
geral elas nao existem: os paradoxos nao podem ser resolvidos como simples
exercicios.

Na verdade os paradoxos colocam problemas que vao muito além da
capacidade do conhecimento da légica e mesmo da ciéncia. Portanto, nao
devemos nos surpreender com o fato de que os paradoxos possam conviver
lado a lado com a légica; o que podemos concluir é que o jardim organi-
zado e seguro da légica representa apenas uma parte da floresta selvagem
do pensamento humano. Dentro deste pequeno jardim podemos usar nosso
instrumento formal, que é o que sera introduzido neste livro, e através dele
colher algumas belas flores, algumas até surpreendentemente bonitas e cu-
riosas; muitas outras podem estar perdidas na floresta, esperando ser de-
scobertas. Dessas, este livro nao vai tratar, mas esperamos que vocé pelo
menos compreenda onde estao os limites do jardim da légica.
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Capitulo 2

Linguagem e Semantica da
l6gica proposicional classica

2.1 Linguagens proposicionais

2.1.1 Assinaturas e linguagens

Apesar de diversos autores e obras tentarem apresentar a légica como uma
teoria do raciocinio, os paradoxos, como vimos, mostram que € dificil aceitar
que raciocinemos com alguma légica, pelo menos com uma determinada.

Preferimos considerar a légica como uma teoria da comunicacdo do
raciocinio, isto é, uma teoria da argumentacao vista como o encadeamento
de seqiiéncias de sentengas por meio de uma (ou vérias) relagdo do tipo
“...segue de ...”. Dessa forma, precisamos nos preocupar com trés tarefas
bésicas:

1. especificar a linguagem com que expressamos os argumentos;

2. esclarecer os mecanismos que produzam ou que verifiquem os argu-
mentos vdlidos; e

3. definir as nogoes de provas ou demonstracdes, isto é, as seqiiéncias de
argumentos que produzam o fim desejado.

Contentamo-nos com as sentencas ditas declarativas, evitando assim sen-
tencas interrogativas, temporais, modais, etc. De nosso ponto de vista, a
logica se interessa pelo raciocinio matemdtico tradicional, e para tal fim as
sentencas declarativas sao suficientes.
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A rigor, podemos considerar também as sentencas performativas, u-
sadas por exemplo em linguagens computacionais, que sao também sentencas
matemadticas, mas tais sentencgas performativas podem ser interpretadas (i.e.,
reescritas) como sentencas declarativas.

Precisamos obter uma linguagem precisa para a matemadtica, que possa
ela mesma ser objeto de andlise matemadtica. Iniciamos nossa analise com
as proposicoes estudando assim a ldgica sentencial, também chamada de
calculo proposicional, cdlculo sentencial ou ldgica proposicional cldssica, a
qual denotaremos por LPC.

Mais tarde aumentaremos nossa linguagem para levar em conta as pro-
priedades de individuos, expressas por meio de relagoes envolvendo individuos
e varidveis, estudando entao a ldgica de predicados também chamada de
calculo de predicados ou logica de primeira ordem.

De acordo com as tarefas basicas com que devemos nos ocupar, o0 processo
de formalizagdo da LPC consiste de:

1. especificar a linguagem formal;
2. especificar o processo de obter proposi¢oes vdlidas nessa linguagem;
3. especificar o processo de obter seqiiéncias de proposicoes validas.

Comegamos especificando a linguagem, através da técnica de defini¢coes
indutivas, que consiste em apresentar primeiro as proposigoes atomicas (i.e.,
que nao sao decomponiveis em sentengas mais simples) e, num segundo
estagio, especificar como as sentencas mais complexas sao construidas a
partir dessas utilizando conectivos. Os conectivos sao fungoes que conec-
tam sentencas dadas para formar sentencas mais complexas. Exemplos de
conectivos sdo a negagao —, que permite formar a sentenca - a partir da
sentencga ¢, a conjuncao A que permite, dadas as sentencas ¢ e v, formar
a sentenca (¢ A 1), etc. Usualmente os conectivos sdo constantes (isto é,
sem argumentos) ou fungdes de um ou dois argumentos. Porém, para nao
perder a generalidade, podemos definir linguagens formais onde podemos ter
conectivos de qualquer nimero de argumentos. Chegamos assim a definigao
seguinte:

Definigao 2.1.1. Uma assinatura proposicional é uma familia C' = {C), } nen
tal que cada C,, é um conjunto, sendo que C,, N C,, = () se n # m. Os ele-
mentos do conjunto C), sao chamados de conectivos n-drios. Em particular,
os elementos de Cj sdo chamados de constantes.

A idéia da construcao de linguagens formais proposicionais é a seguinte:
partindo de um conjunto infinito fixado V = {p, : n € N} de simbolos,
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chamados de varidveis proposicionais, ou de férmulas (ou proposigoes, ou
sentengas) atOmicas, construir as férmulas mais complexas utilizando os
conectivos de uma assinatura C, junto com alguns simbolos auxiliares (parén-
teses e virgulas!). Essa linguagem dependers da assinatura C' (uma vez que
o conjunto V e os simbolos auxiliares permanecerao fixados ao longo do
estudo). Devemos destacar que, na maioria dos exemplos précticos, uma
assinatura C' consiste de um numero finito de conectivos. Nesses casos,
existird um n € N tal que C,, = () para todo m > n.

Consideraremos trés simbolos auxiliares: ‘(" e ¢)’ (parénteses esquerdo e
direito, respectivamente) e ¢,” (virgula). Seja Aux o conjunto formado pelos
simbolos auxiliares. Assumimos que V N Aux = (). Para evitar confusoes,
assumiremos também que as assinaturas C consideradas satisfazem: C,, N
VY = = C, N Aux para todo n € N. Dada uma assinatura C, e assumindo
os conjuntos V e Aux, podemos considerar as expressoes formadas com estes
simbolos. Formalmente:

Definicao 2.1.2. Seja C' uma assinatura.

1. Definimos o conjunto |C| como sendo
Cl = J{Cn : neN}.

2. Seja Do = |C| UV U Aux. Uma ezxpressio sobre C' é uma seqiiéncia
finita de simbolos & = s ---s, tal que s; € Do parai=1,...,n. O
conjunto de todas as expressoes sobre C' é denotado por E¢.

Na defini¢do acima, | JF denota a uniao do conjunto de conjuntos F, isto é,
UF: {z : z € X para algum X € F}.

O objetivo da definigao de linguagens formais é reconhecer (ou isolar), den-
tre as expressoes possiveis sobre uma dada assinatura, certas expressoes
que “fazem sentido”: as férmulas. O conjunto das férmulas constitui a
linguagem gerada pela assinatura. Neste ponto, é 1til estabelecer um pa-
ralelo com as linguagens naturais, em particular com a lingua portuguesa.
A partir de simbolos dados (as letras do alfabeto, com ou sem acentos e
crases) podemos concatenar esses simbolos para construir expressoes, tais
como ‘osspépqta’ ou ‘ceramica’. Das duas expressoes, apenas estaremos in-
teressados na segunda, porque forma uma palavra (com sentido). E usando

10O uso destes simbolos auxiliares é apenas para fins de facilitar a individualizacio das
componentes de uma férmula, sendo, de fato, prescindiveis.
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as palavras, estaremos interessados nas frases ou sentencas declarativas, isto
é, sequiéncias finitas de palavras das quais faz sentido afirmar que sao ver-
dadeiras ou falsas, tais como ‘Roma é a capital de Itdlia’ ou ‘dois mais dois
é cinco’. Obviamente estas seqiiéncias de palavras (frases) devem ser cons-
truidas seguindo certas regras gramaticais especificas (no caso, da lingua
portuguesa). As regras gramaticais das linguagens formais proposicionais
sao dadas apenas pela combinacao das proposigoes bésicas (atomicas) uti-
lizando os conectivos dados de maneira iterada. Definimos entao o seguinte:

Defini¢ao 2.1.3. Seja C' = {C}, } ey uma assinatura. A linguagem gerada
por C é o conjunto L(C) definido como sendo o menor dos subconjuntos X
de E¢ que satisfazem as seguintes propriedades:

1. VCX;

2.sen €N, ce C,epl,...,on €X entao c(py,...,on) € X (em
particular, Cyp C X).

Os elementos de L(C) sdo chamados de férmulas ou sentengas ou proposicoes
sobre C. Da Definicao 2.1.3 deduzimos o seguinte:

(i) L(C) satisfaz as propriedades 1 e 2 da Definigao 2.1.3;
(ii) Se X C E¢ satisfaz 1 e 2 da Definigao 2.1.3 entao L(C) C X.

A seguir exemplificaremos as definigoes introduzidas até agora, definindo
trés assinaturas especiais que utilizaremos ao longo deste livro para analisar
a légica proposicional classica.

Exemplo 2.1.4. A assinatura C° consiste dos seguintes conectivos:
o CF = {-} (negacao);
o CY = {V} (disjuncao);
e CV=0sen#1,n#2.

Temos que |C°| = {=,V}. As seqiiéncias de simbolos )) V ==, )p1p345(V
e V(p1,p2) sdo expressdes de O (apenas a segunda “faz sentido”). Porém
a expressdo pip3(= #) nio é uma expressio sobre C°, porque contém os
simbolos = e # que nao pertencem a Dpo. Por outro lado, V(p1, —(p2)) e
—=(=(V(pa3, p1))) sdo férmulas sobre CV. O conjunto L(C?) das férmulas so-
bre CY serd chamado de Prop. Por simplicidade, escreveremos —¢ e (¢ V 1))
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no lugar de —(p) e V(p, ), respectivamente. Freqiientemente economizare-
mos parénteses, omitindo os mais externos. Assim, escrevemos ¢ V 1 ao
invés de (¢ V 1) quando a leitura nao for comprometida. A

Exemplo 2.1.5. A assinatura C'' consiste dos seguintes conectivos:
o C = {~} (negagdo);
o Ci ={=} (implicacdo);
e Cl=0sen#1,n#2.

Temos que |C| = {—-,=}. E facil ver que as expressoes —(=(ps, p7)) €
=(po, =(=(po), p1)) sdo férmulas sobre C*. O conjunto L(C') das férmulas
sobre C! serd chamado de Prop;. Como antes, escreveremos = e (p = 1)
no lugar de —(¢) e =(¢, 1), respectivamente. Também omitiremos freqiien-
temente parénteses, quando nao houver risco de confusdo. Assim, as duas
férmulas acima podem ser escritas como —(p3 = p7) e pg = (—po = p1). &

Exemplo 2.1.6. A assinatura C? consiste dos seguintes conectivos:
o CF = {-} (negacao);
o C3={V,A\,=} (disjungdo, conjuncdo e implicacdo);
e C2=0sen+#1,n#2.

Temos que |C?| = {—,V,A,=}. Assumindo as mesmas convencdes dos
dois exemplos anteriores, as expressdes pg = po, pa = (P4 V ps) € —pg =
(p3V (p3 Ap5)) sdo féormulas sobre C2. O conjunto L(C?) das férmulas sobre
C? serd chamado de Prop,. A

O leitor perspicaz poderia perguntar-se se é sempre possivel construir
o conjunto L(C). De fato, a resposta é afirmativa. Assumindo a teoria
de conjuntos (vide Apéndice XXX) como base formal para todas as nossas
construgdes podemos simplesmente definir L(C) através da seguinte férmula:

L(C) = ﬂ{X C E¢ : X satisfaz as propriedades 1 e 2 da Definigao 2.1.3}.
A notagao [ F acima utilizada denota a interse¢ao do conjunto de conjuntos

F, isto é,
ﬂ}_:{x : z € X para todo X € F}.
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Dado que o préprio E¢ satisfaz as propriedades 1 e 2 da Definigao 2.1.3,
entao o conjunto de todos os subconjuntos de F¢ satisfazendo essas pro-
priedades é nao vazio, existindo portanto a sua intersegao L(C'), a qual
também satisfaz as propriedades 1 e 2. Claramente L(C) é o menor dos
subconjuntos de E¢ satisfazendo estas propriedades.

Outra maneira (talvez mais construtiva) de provar a existéncia de L(C)
é a seguinte: Dado um conjunto arbitrario X, defina o conjunto

Fo(X)={cle1,.-.sn) : meN, ceCpy e p1,...,0n € X}UX.

Defina agora, para cada n € N e para cada conjunto X, o seguinte conjunto:
FAX) =X, e FA™(X) = Fo(FZ(X)). Claramente este processo sempre
pode ser (idealmente) efetuado. Finalmente, juntando todas as expressoes
definidas através deste processo, teremos uma construcao do conjunto L(C):

L(C) = J{FaW) : neN}.

Deixamos para o leitor provar que esta ultima construcao define de fato o
conjunto L(C).

Observagao 2.1.7. As letras o1, ..., @, utilizadas para falar em férmulas
arbitrarias, assim como a letra ¢ usada para denotar um conectivo arbitrario,
sao chamadas metavaridveis, isto é, objetos na metalinguagem que se referem
aos objetos sendo estudados. A metalinguagem é simplesmente a linguagem
(natural ou matemética) na qual falamos sobre nossa linguagem formal. U-
saremos letras gregas minusculas (com ou sem indices) como meta-varidveis
de férmulas. Reservamos pg, p1,po2, ... para denotar as varidveis proposi-
cionais propriamente ditas.

2.1.2 Inducgao estrutural

Em geral, as propriedades das proposicoes sao estabelecidas por um processo
indutivo (similar ao usado na defini¢ao de L(C)) pelo qual, se queremos
provar uma certa propriedade P a respeito das proposicoes, comegamos
mostrando que P vale para as proposicoes atomicas, e depois, supondo a
propriedade vélida para as componentes de uma proposicao, provamo-la
para a proposicao mais complexa.

A rigor, tal processo pode ser inteiramente convertido numa prova a-
ritmética, usando a conhecida inducdo aritmética com relacao a um parame-
tro numérico qualquer. Por exemplo podemos usar como parametro da
indugao o nimero de simbolos (i.e., o comprimento da proposi¢ao), o niimero
de parénteses, etc.
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O teorema a seguir demonstra que de fato as propriedades das proposicoes
podem ser provadas pelo processo indutivo. Este teorema é muito impor-
tante porque muitas propriedades da logica (na verdade, poderiamos dizer
que a maioria) sao provadas através deste processo indutivo.

Introduzimos a seguinte notacao (semi)formal: P(y) denota que a sen-
tenga ¢ satisfaz a propriedade P (note que P(y¢) é um enunciado da meta-
linguagem, que pode portanto ser verdadeiro ou falso). Por exemplo, P(¢p)
poderia ser o enunciado “a sentenca ¢ tem tantos parénteses esquerdos quan-
tos parénteses direitos”, ou o enunciado “em ¢ somente ocorrem varidveis
proposicionais e conectivos de aridade 1 ou 2”. Temos portanto o seguinte:

Teorema 2.1.8. Seja P uma propriedade sobre expressoes, e considere o

conjunto
X ={pe L(C) : P(p) vale}.

Suponha que X satisfaz o sequinte:
1. VCX;

2. para todo n € N, ¢ € Cp, e ¢1,...,0n € L(C), se p; € X (para
i=1,...,n) entdo c(p1,...,pn) € X.

Entdo concluimos que X = L(C).

Demonstragao: Por defini¢ao temos que X C L(C). Uma vez que L(C) é
o menor conjunto de expressoes sobre C' com as propriedades 1 e 2 satisfeitas
por X (veja Defini¢ao 2.1.3) inferimos que L(C) C X, edal X = L(C). O

Quando este teorema é aplicado para provar alguma propriedade de
proposicoes, dizemos que se trata de uma prova por indu¢ao nas proposicaes.
Observe que uma formulagao equivalente do Teorema 2.1.8 é a seguinte:

Teorema 2.1.9. Seja P uma propriedade. Suponha o sequinte:
1. P(p) wale para toda proposicio atémica p;

2. para todon € N, ¢ € Cy, € ¢1,...,0n € L(C), se P(p;) vale (para
i=1,...,n) entao P(c(p1,...,¢n)) vale.

Entao concluimos que P(y) vale para toda sentenca ¢ de L(C).

Veremos a seguir algumas aplicagoes do Teorema 2.1.8 que nos ajudarao
a entender as caracteristicas das linguagens L(C). Um resultado impor-
tante a ser provado é com relagdo a unicidade da escrita das féormulas: se
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(@1, o yon) =d(W1, ..., 10n) entdo ¢ = d (logo n = m) e p; = ¥; para todo
i=1,...,n. Para isso precisamos provar alguns resultados prévios:

Proposicao 2.1.10. Para toda formula ¢ € L(C), o nimero de parénteses
esquerdos ‘(’ € o mesmo que o nimero de parénteses direitos ) .

Demonstracgao: Seja pe(y) o nimero de parénteses esquerdos da férmula
¥, e seja pd(p) o numero de parénteses direitos da férmula ¢. Observe que os
valores pe(p) e pd(p) de ¢ sempre podem ser calculados, pois trata-se apenas
de contar certos simbolos numa seqiiéncia finita de simbolos. Considere
agora o conjunto

X ={p e L(C) : pe(p) =pd(p)}.

Claramente V C X, pois pe(p) = pd(p) = 0 para toda p € V. Dados
V1., on € X e c € C, entao pe(p;) = pd(p;) para todoi =1,...,n. Logo

pe(c(pr, - pn)) =14+ pe(pi) = 1+ Y pd(pi) = pd(c(pr, - - on)),
=1 i=1

portanto c(¢1,...,¢n) € X. Pelo Teorema 2.1.8 obtemos que X = L(C).
L]

Note que na prova acima nao utilizamos a unicidade da escrita das

n
férmulas: na equagao pe(c(pi1,...,¢on)) = 1+ Zpe(cpi) estamos apenas

i=1
utilizando wma maneira possivel de calcular o valor pe(y) para a férmula
© =c(p1,-..,¢n), independentemente da maneira especifica de construir ¢.

Dada uma expressao § = s1 - - - s, sobre C' (veja Defini¢do 2.1.2), defini-
mos um segmento inicial de & como sendo uma expressao £ = s1 - - - Sy, cOm
m < n.

Assim, p3(Vp2 e p3( sdo segmentos iniciais de p3(Vp2((ps. O caso inte-
ressante é quando consideramos segmentos iniciais de férmulas: eles deixam
de ser férmulas, como mostra o seguinte resultado técnico.

Lema 2.1.11. Seja ¢ uma formula e & um segmento inicial de . FEntao

§ & L(C).

A demonstracido deste lema é imediata a partir da Proposi¢ao 2.1.10,
e é deixada como exercicio para o leitor. Finalmente podemos provar a
unicidade da escrita das férmulas:
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Proposicao 2.1.12. Sejam c € Cyp, d € Cyy, € 01, @n, P15y €

L(C). Sec(p1y..- on) =d@1,...,0%m) entdo c =d, n =m e p; = ; para
1=1,...,n.

Demonstragao: De ¢(p1,...,¢n) = d(¥1,. .., ¥n) (igualdade como seqiién-
cias finitas de simbolos) inferimos imediatamente que ¢ = d, portanto n = m
(lembre que Cp, N Cy, = 0 se n # m). Considere agora as seqiiéncias finitas
de simbolos ¢1 e ¥1. Se ¢1 e Y1 tém o mesmo comprimento entao elas
coincidem, pois ¢(¢1,...,¢n) = d(¥1,...,%y). Caso contrario, uma das
férmulas deve ser um segmento inicial da outra. Mas isto é impossivel, por
causa do Lema 2.1.11. Daqui inferimos que as duas férmulas tém o mesmo
comprimento e entao ¢; = ;. O mesmo argumento pode ser usado para
provar que ¢; = ; para i = 2,...,n. O

Corolério 2.1.13. Seja ¢ € L(C). Entao vale uma e apenas uma das
sequintes afirmacoes:

1. ¢ € VUCCy;

2. existe um dnico n > 1, um unico ¢ € Cy, e Unicas ¢1,...,on € L(C)
tais que ¢ = c(P1,---,¢n)-

O Corolario 2.1.13 seré utilizado daqui em diante sem mencao explicita.
Podemos também por um processo indutivo (conhecido como defini¢ao por
recursdo) definir propriedades quaisquer a respeito de proposi¢oes. Em par-
ticular, temos um método para definir fungoes com dominio L(C').

Notagao 2.1.14. A partir de agora usaremos a seguinte notagao usual: uma
funcao f do conjunto X no conjunto Y serd denotada por f: X — Y, e
dado um conjunto X e um ndmero natural n, entao X" denotara o conjunto
de todas as n-uplas formadas por elementos de X. Por convencao, X é o
conjunto unitério {*}.

Teorema 2.1.15. Seja S um conjunto. Suponha que, para cada n € N
e para ¢ € Cy, existe uma fung¢ao H. : S™ — S (em particular, existe um
elemento H. de S para cada constante c € Cy). Seja H : V — S uma fungdo.
Entao existe uma inica fungao f: L(C) — S satisfazendo o sequinte:

1. f(p) = H(p) para toda p € V;

2. flelery--yn)) = He(f(¢1),---, f(on)) para todo n € N, ¢ € C), e
©1,- -y on € L(C). Em particular, f(c) = H. se c € Cy.
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Demonstracao: Considere o seguinte conjunto de sentencas:
X ={pe L(C) : existe um unico s € S tal que f(p) = s}.

Claramente V C X, pois a primeira clausula (e apenas ela) se aplica a cada
variavel p € V. Sejac € C, e ¢1,...,0, € X. Dado que existe um tnico
valor s; = f(¢;) paracadai = 1,...,n, edado que c(p1,...,p,) admite uma
escrita inica (pela Proposigao 2.1.12) entao existe um tnico valor designado
para c(¢1,...,pn) por f, dado por

fleler, - yon)) = He(S1,. .., 8n).

Portanto c(¢1,...,¢n) € X. Pelo Teorema 2.1.8 temos que X = L(C).
Isto prova que existe ao menos uma fungao f : L(C) — S satisfazendo as
propriedades do enunciado do teorema. Provaremos agora que a funcao f é
de fato unica. Para isso, suponhamos que g : L(C') — S é uma fungao que
satisfaz as propriedades do enunciado. Considere o conjunto

V={peL(C) : flp)=2yg(p)}

E imediato que, pelo Teorema 2.1.8, Y = L(C) (deixamos os detalhes da
prova para o leitor), portanto g = f. Isto conclui a prova do teorema. ]

2.1.3 A linguagem da LPC

Os resultados apresentados até agora sao gerais e valem para qualquer lin-
guagem da forma L(C'). Vamos agora nos concentrar em trés assinaturas
particulares, que usaremos daqui em diante, sendo que cada uma delas é
suficiente para descrever a légica proposicional cldssica (de aqui em diante,
abreviada por LPC). As assinaturas sdo C°, C! e C?, descritas nos exem-
plos 2.1.4, 2.1.5 e 2.1.6, respectivamente.

Como um exemplo de aplicacdo do Teorema 2.1.15, definimos a funcao
grau de uma proposicao. Considere Maz(X) como sendo o méximo do
conjunto X (com relacdo a uma ordem dada; veja o Capitulo 5). Entao
definimos o seguinte:

Definicao 2.1.16. A funcao grau é a funcdo ¢ : Prop — N definida como
segue:

1. g(p) =0, se ¢ é atomica;

2. glp Vo) = Maz({g(¥), 9(¢)}) + 1;
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3. g(=p) = g(p) + 1.

A partir do Teorema 2.1.15 é imediato que a fungdo g estd bem definida,
considerando S = N, H(p) = 0 para todo p € V, H.(z) = x + 1 para todo
zeN, e Hy(z,y) = Max({z,y}) + 1.

Analogamente, podemos definir outra medida para as férmulas.

Definicao 2.1.17. A fungdo complexidade é a funcao [ : Prop — N definida
como segue:

1. l(p) =1, se ¢ é atomica;
2. (V) =le) +1(¥) + 15

3. Ul(mp) =) + 1.

De novo, a partir do Teorema 2.1.15 prova-se imediatamente que a funcao
[ estd bem definida, considerando S = N, H(p) = 1 para todo p € V,
H_ (z)=x+1paratodox € N, e Hy(z,y) =z +y+ 1.

Observagao 2.1.18. Observe que as fungoes g e [ podem ser definidas em
qualquer linguagem L(C): para g definimos

1. g(p) =0, se ¢ € VU Cp;
2. g(c(p1s-- - on)) = Maz({g(e1),. .-, 9(pn)}) + 1.
Para [ definimos

1. I(¢) =1, se ¢ € VU CCp;

2. U(c(p1,-- o 0m) = L4+ Y U(s)-
=1

Outra fungao util a ser definida sobre o conjunto Prop é a funcao Var,
que associa a cada férmula ¢ o conjunto das varidveis proposicionais que
ocorrem na férmula. Usaremos o simbolo p(X) para denotar o conjunto das
partes do conjunto X, isto é,

o(X) = {¥ 1Y C X}.
Definigao 2.1.19. Definimos a fungao Var: Prop — p(V) como segue:
1. Var(p) = {p} se p € V;
2. Var(e V) = Var(y) U Var(y);
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3. Var(—p) = Var(p).

Claramente a fungao Var esta bem definida, usando o Teorema 2.1.15. Basta
tomar S = p(V), H(p) = {p} paratodop e V, H.(X) =X e H/(X,Y) =
X UY paratodo X,Y C V.

Observacgao 2.1.20. Novamente a funcao Var pode ser definida em toda
linguagem L(C'), substituindo a segunda e a terceira cldusulas da definigdo
acima pela mais geral:

Var(c(p1,...,¢n)) = U Var(y;).
=1

Em particular, Var(c) = 0 se ¢ € Cp.

A nocgao de subformula de uma férmula também pode ser definida indu-
tivamente:

Definigao 2.1.21. Definimos a fungao conjunto de subférmulas como sendo
a funcdo SF': Prop — p(Prop) tal que:

1. SF(p) = {¢}, se ¢ é atomica;
2. SF(p Vo) = SF(p) USF(4) U{p V ¢}
3. SF(—p) = SF(p) U{~p}.

E possivel provar, por indugao na complexidade da férmula ¢, que SF(p)
estd bem definida (deixamos como exercicio para o leitor). Os elemen-
tos de SF(p) sao férmulas, chamadas subfdrmulas de ¢. A partir desta
funcao podemos definir a fungao conjunto de subformulas estritas da maneira
seguinte:

SFE : Prop — p(Prop), SFE(p) = SF(y) — {¢}

(a diferenca entre o conjunto X e o conjunto Y serd denotada por X —Y).
Os elementos de SFE(y) sao chamados de subformulas estritas de .

Novamente, as fungoes SF e SFE existem em toda linguagem L(C),
portanto poderemos falar em subférmula e em subférmula estrita de uma
dada féormula em qualquer linguagem.

Exemplo 2.1.22. pa, p3, p1o, —P2, —P3, (P10 V —p3) e (p1o V —p3) V —p2 sdo
todas as subférmulas de (pio V —p3) V —pa. A
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Apresentamos finalmente um resultado adicional que fundamenta as
defini¢oes por recursdo. A definicdo a seguir é uma maneira de explici-
tar indutivamente os passos na construgao de uma proposicao (ou sentenca,
ou férmula):

Definicao 2.1.23. Seja ¢ uma expressio sobre a assinatura CY. Uma
seqiiéncia finita de expressoes & ...&, é chamada sequéncia de formagdo
de £ se &, =& e, paracada 1 <i < n:

1. & é uma variavel proposicional, ou

2. existem j,k <1 tais que & = §; V &, ou

3. existe j < i tal que & = —¢&;.
Dizemos que £ é uma férmula bem-formada se possui uma seqiiéncia de
formacao.
Teorema 2.1.24. Prop € o conjunto de todas as formulas bem-formadas.

Demonstragao: Seja S o conjunto de todas as férmulas bem-formadas.
Dado que S C Eo satisfaz 1 e 2 da Definicao 2.1.3 entao Prop C S

Por outro lado, suponha que £ tem seqiiéncia de formagao & ...&, = &.
Vamos mostrar por inducao em n que £ € Prop.
(i) » = 1. Nesse caso, { = &, e & é forgosamente uma férmula atémica,
logo £ € Prop.
(ii) Suponha que para m < n, o resultado vale, isto é, toda expressao que
admite uma seqiiéncia de formacao com comprimento m < n estd em Prop,
para um dado n > 1.

Nesse caso, &, = & V& (ou &, = ), 4,5 < n. Entao &, & € Prop, e
por construcao de Prop, &, € Prop. O

Claramente, a Definicao 2.1.23 pode ser dada em qualquer linguagem
L(C), e o Teorema 2.1.24 também vale em todo L(C).

Exemplos 2.1.25.

1. p1p2p3—ps (p1Vp2) (—p3V (p1Vp2)) é uma seqiiéncia de formacao de
(=p3 V (p1 V p2)).

2. papspa (p2 V p3) —ps é uma seqiiéncia de formagao de —ps.

3. p3p3 é outra seqiiéncia de formacao de —ps (esta direta, a outra
indireta).

A
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2.1.4 Exercicios

1.

Seja C? a asinatura definida no Exemplo 2.1.6. Para cada conjunto
finito X, denotamos o seu ntimero de elementos por X. Considere as
fungoes I, nc e Var definidas como segue:

e [(p) = complexidade da férmula ¢ (como na Observacao 2.1.18);

e nc(p) = nimero de conectivos que ocorrem na férmula ¢;

e Var(yp) = conjunto das varidveis proposicionais que ocorrem em

¢ (como na Observacao 2.1.20).

Provar que si nao ocorrem varidveis proposicionais repetidas em ¢,
entao (p) = nc(p) + Var(p).

Considere novamente a assinatura C2. Provar o seguinte:
(a) As expressoes *V(ps, 7(A(pa; p)))’, ‘= (=(=(=(ps))), = (p2,p2))’
e ‘(= (V(=(p4a),p3), AN(p1,p0)))’ sao férmulas bem-formadas.

(b) As expressoes ‘p1()() =7, ‘= (p1,p1, 7(p2))" e ‘V(pa, =(A(p4, po))’
nao sao formulas bem-formadas.

Provar o Lema 2.1.11: Se ¢ € L(C) e £ é segmento inicial de ¢ entao

§ & L(C).

. Provar o seguinte: Se ¢ € L(C) e £ é segmento inicial de ¢ de compri-

mento > 2 entao pe(£) > pd(€). (Aqui, estamos estendendo as fungoes
pe e pd que contam os parénteses esquerdos e direitos, respetivamente,
para o conjunto F¢ das expressoes sobre C'.)

Completar a prova do Teorema 2.1.15.

Provar por inducao na complexidade de ¢ € L(C) que SF(yp) sem-
pre pode ser calculado em qualquer assinatura C (generalizando a
Definicao 2.1.21).

Generalize a Definigao 2.1.23 e prove o analogo do Teorema 2.1.24 para
uma linguagem L(C) arbitraria.

28



2.2 Semantica da LPC

2.2.1 Semantica dos conectivos

Na defini¢ao da linguagem da LPC (isto é, na definicao do conjunto Prop)
tinhamos como conectivos 1égicos apenas os operadores V e —. Observe que
estes conectivos nao tém nenhum significado: sao apenas simbolos, portanto
eles nao tém o sentido usual de “ou” e “nao”. Para que isso aconteca, inter-
pretaremos os conectivos V e — utilizando fungdes (chamadas de fungoes de
verdade), que envolvem os valores de verdade 1 (“verdadeiro”) e 0 (“falso”).
Seja 2 o conjunto 2 = {0,1} dos valores de verdade. Definimos fungoes
—:2—2ell: 22— 2 através das seguintes tabelas (adotaremos eventual-
mente as mesmas convencoes de notacao infixa da Secao 2.1 com relagao aos
operadores bindrios, escrevendo o operador entre os argumentos):

plq|pUlq -
11 1 pl—p
110] 1 110
o[1] 1 0l 1
0[0] o0

A partir dai, podemos definir indutivamente o valor de verdade 1 ou 0
de uma proposicao a partir do valor de suas componentes atomicas. For-
malmente, definimos uma funcao valoracdo v : Prop — 2 como segue:

Definicao 2.2.1. Uma funcdo v : Prop — 2 é uma wvalorac¢do (classica) se
satisfaz o seguinte:

L v(p V) =U(v(p), v(¥));

2. v(=p) = = (v(¥))-

Observagao 2.2.2. Note que sempre é possivel definir valoragoes, por causa
do Teorema 2.1.15. Com efeito, basta considerar uma funcao vg : V — 2
arbitraria. Usando o Teorema 2.1.15 e as fungoes V e — definidas pelas
tabelas-verdade acima, temos que existe uma tnica valoragao v : Prop — 2
estendendo vy, isto é, tal que v(p) = vo(p) para toda varidvel proposicional
p. A partir desta observacao vemos que uma valoragao é determinada pelos
valores que ela toma nas varidveis proposicionais, isto é:
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Proposigao 2.2.3. Se v e v/ sio duas valoragdes que coincidem em V (ou
seja, tais que v(p) = v'(p) para toda p € V) entao v(p) = v'(p) para toda
© € Prop, portanto v ="1'.

Demonstracao: Imediata, usando o Teorema 2.1.15. O

Gracas a Proposicao 2.2.3 vemos que, para definir uma valoracao, basta
dar uma funcao vg : V — 2. Por outro lado, podemos refinar este resultado,
mostrando que o valor de verdade v(y) dado a uma férmula ¢ por uma
valoracao v depende apenas dos valores de verdade v(p) das varidveis p que
ocorrem em .

Proposigao 2.2.4. Seja ¢ uma férmula. Se v e v’ sao duas valoragoes tais
que v(p) = v'(p) para toda p € Var(p) entio v(p) = v'(p).

Demonstragao: Por inducao na complexidade n = ().

Sen =1 entdo ¢ € V e o resultado vale trivialmente. Suponha que,
dado n > 1, o resultado vale para toda sentenca ¢ tal que I(¢) < n, e seja
¢ tal que I(¢) = n + 1. Temos dois casos para analisar:

Caso 1: ¢ = —p. Dado que Var(y)) = Var(p) entdo v e v/ coincidem em
todas as varidveis de 1), sendo que [(¢)) = n. Portanto, v(¢) = v'(¢)), donde
v(—) = —(v(¥)) = —(V'(¢)) = V().

Caso 2: ¢ = (¢ V7). Dado que Var(y)) C Var(y) entdao v e v' coincidem
em todas as varidveis de 1, sendo que (1)) < n. Portanto, v(v)) = v'(¢).
Analogamente provamos que v(y) = v'(7) e entao v(¢V~y) = U(v(¢),v(y)) =
L' (), (7)) = v'(1p V 7). Isto conclui a demonstragao. O

Observagao 2.2.5. Podemos caracterizar as valoragoes da maneira seguinte:
uma valoragao é uma funcao v : Prop — 2 satisfazendo o seguinte:

1 se v(p)=1 ou v(yp) =1
0 caso contrario

1. v(wvw):{

5 v(—mp):{ 1 se v(cp):(l)

As defini¢oes semanticas (isto é, através de tabelas-verdade) da negacao e
da disjuncao correspondem com as nossas intuicoes: dadas duas proposigoes
P e @ (na linguagem natural), entdo a proposigao composta “P ou Q" deve
ser verdadeira se uma delas (ou as duas) sao verdadeiras, e deve ser falsa
se as duas componentes P e () sao falsas. Isto é descrito pela funcao de
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verdade U definida acima. Por outro lado, a proposi¢ao “nao P” (ou “nao é
o caso que P” ) é verdadeira se P é falsa, e vice-versa. Este comportamento
é representado pela tabela da funcdo — definida acima.

E claro que existem outros conectivos na linguagem natural que podem
ser modelados (de maneira simplista) através de tabelas-verdade. Os conec-
tivos que analisaremos semanticamente a seguir sao os que correspondem
com a assinatura proposicional C? (veja Exemplo 2.1.6).

A conjuncdo M: 22 — 2 e a implicacdo material J: 22 — 2 sao definidas
através das seguintes tabelas-verdade:

plq|phyg plag|pIyq
1] 1 1] 1
1[0 0 1{o] o
o[1] o ol1] 1
olol o olo| 1

Observe que a tabela da conjuncao coincide com as nossas intuicoes com
relagdo a conjuncao de duas proposigoes: a conjungao “P e Q7 é verdadeira
apenas no caso em que ambas componentes, P e (), o sdo. Por outro lado, a
implicacao material é mais complicada de justificar. Em principio, pode-se
pensar que a nocao de implicagdo esta relacionada com a nocao de causa-
efeito: dizer que “P implica Q7 sugere que P é uma causa para (). Esta
leitura surge, por exemplo, quando sdo enunciadas leis ou regras da forma
“Se P, entao Q" (por exemplo, na fisica). Esta leitura pressupde portanto
uma relagdo entre os antecedente P e o consequente (). A interpretacao
que ¢é feita em légica classica da implicacao é diferente: trata-se apenas da
preservacao da verdade. Assim, afirmar que “P implica Q7 nada mais diz
do que a verdade de P garante a verdade de (). Para ser mais explicito, uma
implicacao é verdadeira se, toda vez que o antecedente é verdadeiro, entao
o consequente também o é. Assim, uma frase do tipo ‘Roma é a capital
de Italia implica que Brasil estd situado na América do sul’ deve ser con-
siderada verdadeira, do ponto de vista da légica cldssica (e no atual estado
das coisas), dado que a verdade do antecedente é mantida no consequente.
Em outras palavras, uma implica¢ao material “P implica Q)" é falsa (numa
dada situagao) quando o antecedente P é verdadeiro mas o consequente ()
é falso. Nessa situag@o, nao é o caso que a verdade de P foi preservada
por Q. A definicdo de implicacdo impoe que um antecedente falso implique
qualquer proposicao (verdadeira ou falsa), uma vez que nao é o caso que
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o antecedente foi verdadeiro e o consequente foi falso. Isto tem como con-
seqiiéncia que, partindo de premissas falsas, nao é mais possivel raciocinar
utilizando légica classica, pois qualquer conclusao pode ser tirada a partir
dai. Existem muitas outras légicas (chamadas de nao-cldssicas) desenvolvi-
das principalmente a partir do século XX, em que sao definidas nogoes de
implicacao diferentes da implicacao material, por exemplo, as implicagcdes
relevantes e as implicacdes contrafatuais.

Existem outros dois conectivos binarios cldssicos dignos de mencionar:
a disjuncdo exclusiva Y : 22 — 2 e o bicondicional <: 22 — 2. As tabelas
destes conectivos sao as seguintes:

plqg|pYyq pla|lpeyg
1[1] 0 1[1] 1
1{o] 1 1[0l o0
0l1] 1 0[1] 0
0lo] o oo 1

A idéia por tras destes conectivos é a seguinte: V¥ representa uma dis-
juncao exclusiva, isto €, um tipo de disjuncao “P ou Q” da linguagem natural
que é verdadeira se exatamente uma das proposigoes P, () é verdadeira. Por
exemplo, o sentido esperado da frase “Iremos ao cinema ou ao teatro” é o
de ser verdadeiro quando formos ao cinema ou ao teatro, mas nao ambas
coisas. Por outro lado, o bicondicional reflete que as sentencas envolvidas
sao equivalentes, no sentido que elas tém o mesmo valor de verdade: ou
ambas sao verdadeiras, ou ambas sao falsas. Estes conectivos nao foram
incluidos na assinatura C? porque eles podem ser expressos em termos dos
outros conectivos. Com efeito, a funcao Y(p,q) pode ser calculada pela
funcao f(p,q) = N(U(p,q),—(M(p,q))), enquanto que <(p,q) pode ser cal-
culada como g(p,q) = M(3(p,q), I(g, p)):

pla|pUq|pNg|—(pnq) | f(p,9) plalp3qleDp|9pa)
1/1] 1 1 0 0 1/1] 1 1 1
1/0] 1 0 1 1 1/0] o 1 0
o[1| 1 0 1 1 0[1] 1 0 0
0o[o] 0 0 1 0 0[0] 1 1 1

Note que f(p,q) expressa que alguma das sentencas p, g deve ser ver-
dadeira, mas nao podem ser ambas verdadeiras. A fungao g(p,q) expressa
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que se p é verdadeiro entao ¢ também o é, e vice-versa.

O fenémeno de poder expressar certas fungoes de verdade em termos
de outras é frequente: assim, a implicagdo material e a conjuncao podem
ser expressas em termos da disjungao e da negagao como segue: h(p,q) =

U(—(p),q) e k(p,q) = —(LU(—(p), —(q))), respectivamente.

plg|—p|-pUg plq|-p|—q|-pU—q|—(—pU—q)
1[1] 0 1 11 0] o0 0 1
1]o] o0 0 1ol o |1 1 0
01 1 1 O[1] 10 1 0
00| 1 1 olol 11 1 0

O fato de poder expressar as func¢oes 1 e 1 (e, a posteriori, as fungoes
V e <) em termos das funcdes LI e — justifica a escolha da assinatura C°
para representar a légica proposicional cldssica (LPC). Voltaremos depois
(na Subsecao 2.2.4) sobre a questao da definibilidade de fungoes de verdade
em termos de outras funcoes.

Finalmente, observemos que podemos estender (ou modificar) a Defini-
cdo 2.2.1 de valoracdo para as asinaturas C? e C':

Definicao 2.2.6. (i) Uma funcdo v : Prop; — 2 é uma valoragao se satisfaz
0 seguinte:

L v(e = ¢) = 3(v(p),v(¥));
2. v(=p) = —(v(p))-

(ii) Uma fungdo v : Prop, — 2 é uma valoracdo se satisfaz o seguinte:
Low(p V) = U(u(e), v(¥));

(P A) =M(v(e),v(¥));

3. v(p = ¢) = Iv(p),v(¥));

4. v(=p) = —(v(p)).

2. v

2.2.2 Tautologias, contradigoes e contingéncias

Se as proposigoes sao avaliadas através de valoragoes, é natural analisar as
proposicoes sob a perspectiva das valoragées. O primeiro paso é identificar
duas proposicoes que tomam o mesmo valor em toda valoracao.
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Definigao 2.2.7. Dizemos que duas férmulas ¢ e ¥ sao semanticamente
equivalentes, e o denotamos por ¢ = v, se, para toda valoracao v, v(p) =

v(¥).

A relagao = é, de fato, uma relacdo de equivaléncia, isto é, ela é reflexiva,
simétrica e transitiva (este e outros tipos de relagoes serao estudados no
Capitulo XXX):

e © = ¢ para toda ¢ (reflexiva);
e =1 implica ¥ = ¢, para toda ¢, (simétrica);

e © =1 e =~ implica p =, para toda @, 1),y (transitiva).

Exemplo 2.2.8. Temos que (¢ V ¢)) = (¢ V ) e == = ¢ para toda ¢, 1.
A

O mais importante subconjunto de Prop é o daquelas proposicoes ¢ que
sao sempre verdadeiras para quaisquer valoracoes:

Definigao 2.2.9. Seja ¢ € Prop. Dizemos que ¢ é uma tautologia se v(p) =
1 para toda valoracao v.

As tautologias sao verdades légicas: sdo proposicoes tais que, indepen-
dentemente do valor de verdade atribuido as suas componentes, recebem o
valor 1 (verdadeiro). Uma maneira muito natural de determinar se uma
proposicao é uma tautologia é utilizando tabelas-verdade. Com efeito, a
partir da Proposicao 2.2.4, vemos que o valor de verdade de uma sentenca ¢
depende exclusivamente dos valores atribuidos as variaveis que ocorrem em
(. Portanto, basta analisar todas as possiveis atribuicoes de valores de ver-
dade 0 e 1 as varidveis que ocorrem em ¢, combinando, para cada atribuicao,
os valores das varidveis (e posteriormente das sub-férmulas) de ¢ de acordo
com a funcao de verdade correspondente ao conectivo sendo utilizado.

Exemplo 2.2.10. Utilizando a representagao definida acima dos conectivos
de C? na assinatura C°, vemos que as sentencas po V —po, (po A p1) = p1 e
po = (—po = p1) sdo tautologias:

po | p1 | poAp1 | (poAp1) = p1
Do | 7Po | Po V Do 111 1 1
1 0 1 110 0 1
1 1 011 0 1
01]0 0 1




Po | P1 | ~po | ~po = p1 | po = (—po = p1)
11 0 1 1
110 0 1 1
011 1 1 1
010 1 0 1

Por outro lado, as sentengas (pg V p1) = p1 € ((po = p1) Ap1) = po nao sao
tautologias:

po V1| (poVp1)=pi
1 1

s
S
=

0
1
1

S| ==
Ol = O =
O | -

Po | P1 | Po = p1 | (Po = p1) Ap1 | ((Po = p1) Ap1) = po
11 1 1 1
110 0 0 1
011 1 1 0
01]0 1 0 1

No primeiro caso, qualquer valoragao v tal que v(pg) = 1 e v(p1) = 0 produz
v((po V p1) = p1) = 0, portanto existem valoragdes que tornam a férmula
¢ = (po V p1) = p1 falsa, logo ¢ nao é tautologia. Por outro lado, toda
valoragao v tal que v(pg) = 0 e v(p1) = 1 produz v(((po = p1) Ap1) = po) =
0, portanto esta sentenca nao é uma tautologia. Esta férmula representa
uma conhecida falacia, a faldcia de afirmacao do consequente. A

Um dos problemas mais dificeis que teremos que enfrentar é saber quando
uma férmula é uma tautologia. Além do método da tabela-verdade que
acabamos de descrever (e que pode ser considerado um método sintético)
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ha também outros métodos de tipo analitico, como o Método de Reducdo
ao Absurdo. Neste método partimos da suposicdo de que a férmula ¢ a ser
testada toma o valor 0 em alguma valoracao v e, utilizando as propriedades
das valoracoes, tentamos chegar a um absurdo. Por exemplo, suponhamos
que queremos determinar se a férmula v = (¢ = ¥) = (= = —p) é
tautologia. Supomos, por reducdo ao absurdo, que v(y) = 0 para alguma
valoragao v; entao:

L (a)v(e=v) =1, (b) v(—¢p= =) =0
2. v() =1, v(=p) =0 (de 1(b))

3. v(yp) =0, v(p)=1 (de 2)

4. v(p =) =0 (de 3)

Vemos que 4 contraria 1(a), absurdo.

Em geral, uma férmula com n componentes atomicos necessita uma
tabela com 2™ linhas para decidir se é ou nao uma tautologia. Isto significa
que se uma férmula tem n + 1 varidveis entdo devemos analisar 271 = 2.27
linhas. Ou seja: acrescentar apenas uma variavel implica em duplicar o
esforco de testar a validade da fémula!

Ezxistiria uma maneira mais rdpida de se testar tautologias?

A resposta a tal questdo coincide com a solucdo do problema P = NP,
um dos mais dificeis problemas da computacao tedrica. Pode-se demonstrar
que a complexidade computacional de qualquer algoritmo se reduz a testar
tautologias numa tabela-verdade. Dessa forma, se conseguissemos provar
que nao existe uma maneira mais eficiente de testar todas as tautologias, ou
se conseguirmos um tal método eficiente, teriamos resolvido um problema
extremamente sofisticado.
O conceito dual de tautologia é o de contradicao:

Definicao 2.2.11. Seja ¢ € Prop. Dizemos que ¢ é uma contradi¢dao se
v(p) = 0 para toda valoragao v.

As tautologias sao falsidades légicas: sdo proposicoes tais que, indepen-
dentemente do valor de verdade atribuido as suas componentes, recebem o
valor 0 (falso).

Seréd que tem alguma relacao (ou alguma maneira de relacionar) as tau-
tologias e as contradicbes? A resposta é afirmativa: a relacdo de dualidade
é realizada através da negacao —, como mostra o seguinte resultado:
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Proposigao 2.2.12. (i) ¢ € tautologia sse —p € contradigdo.

(ii) ¢ € contradi¢ao sse —p € tautologia.

(iii) Se ¢ € tautologia entao existe uma contradicdo v tal que p = ).
(iv) Se ¢ € contradi¢ao entao existe uma tautologia v tal que p = —p.

Demonstragao: Somente provaremos o item (iii), deixando o resto como
exercicio para o leitor.

(iii) Seja ¢ uma tautologia. Entao ) = - é uma contradicao, pelo item (i).
Mas = = == e == = ¢, pelo Exemplo 2.2.8. Daqui ¢ = -1, sendo que
v é uma contradigao. d

Vemos que existem dois tipos importantes de proposigoes: as sempre
verdadeiras (tautologias) e as sempre falsas (contradigdes). Evidentemente,
nem toda proposicao é de um destes tipos: por exemplo, p1 V p2 ou py
sao proposicoes que tomam ambos valores, verdadeiro e falso, em diferentes
valoragoes: basta considerar uma valoragao v tal que v(p1) = v(ps) = 1
para obter v(p; V p2) = v(py) = 1. Por outro lado, uma valoracao v’ tal
que v'(p1) = v'(p2) = v'(ps) = 0 produz v(p1 V p2) = v(ps) = 0. Sentengas
deste tipo (que ndo sdo nem tautologias nem contradigoes) sao chamadas de
contingéncias, dado que elas sao contingentes: dependendo da situagao (do
valor dado para as suas componentes atomicas), elas recebem ora o valor
verdadeiro, ora o valor falso. Evidentemente uma proposi¢ao ¢ pertence a
uma e sé uma das trés classes: tautologias, contradigoes, contingéncias.

2.2.3 Formas normais

Consideraremos nesta subse¢ao a linguagem proposicional definida a par-
tir da assinatura C2. Nas férmulas de Prop, podem ocorrer, portanto, os
conectivos -, V, A e =. Veremos nesta subsecao que é possivel ‘padronizar’
as formulas de Prop,, obtendo a partir delas outras formulas escritas numa
forma padrao (chamada de forma normal), que resultam ser semanticamente
equivalentes as formulas originais.

Antes de passar as defini¢Oes, introduzimos a seguinte notacao:

Notagao 2.2.13. Sejam ¢y, ..., @, férmulas. Por

n n
\/ @; € por /\ wi
i=1 i=1

entendemos qualquer férmula obtida pela disjungao (conjungao, respectiva-
mente) das férmulas 1, . .., ¢,. Isto é, nao interessa a ordem e a organizagao
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dos parénteses na construcao da disjungdo (conjungao, respectivamente).
1

1
Por convencao \/ p; = /\ i = Q1.
i=1 i=1
3
Por exemplo, \/ i pode representar indistintamente @1 V (3 V p2) ou
i=1
(92 V @1) V 3.

Definicao 2.2.14. (i) Um literal é uma férmula da forma p (com p € V) ou
—p (com p € V).
(ii) Uma cldusula é uma férmula ¢ da forma

o=\
i=1

onde cada v; é um literal e n > 1.
(iii) Dizemos que uma férmula ¢ estd em forma normal disjuntiva (FND)

se ¢ é da forma
n
¥ = \/ Pi
i=1

onde cada ¢; é uma cldusula (i =1,...,n) en > 1.

Por exemplo, @1 = p1 A =p1, w2 = (p1 A =p2) A —p7 e p3 = pg a0
clausulas. Portanto, 1 V @2 V 3 é uma férmula em forma normal.

Proposicao 2.2.15. Toda formula de Propy admite uma forma normal dis-
juntiva. Isto é, existe uma formula i, nas mesmas varidveis que @, tal que
Y estd em FND, e ¢ = 1. Mais ainda, existe um algoritmo para calcular
uma FND 1 para .

Demonstragao: Suponhamos que ¢1, ..., ¢, sao exatamente todas as varia-
veis proposicionais que ocorrem em . Formalmente, deve existir um nimero
i; € N tal que ¢; = p;;, para cada j = 1,...,n. Construimos a tabela-
verdade de ¢ utilizando apenas as variaveis qi,...,¢q,. Se ¢ é uma con-
tradigao, definimos 3 = \/;Lzl(qj A —gj). Claramente ¢ estd em FND e é
uma contradicao, portanto ¢ = 1. Se ¢ nao é uma contradigdo, dentre as 2"
linhas da tabela-verdade, escolha apenas as linhas em que ¢ recebe o valor
1 (deve existir ao menos uma, porque ¢ nao é contradigdo). Chamemos de
Ly,..., L as linhas em que ¢ vale 1 (note que 1 < k < 2"). Para cada linha
L;, defina os seguintes literais:
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gj se gj recebe o valor 1 na linha L;

$; =
—g; caso contrario
n
Considere agora, para cada ¢ = 1,...,k, a clausula ¢; = /\ (pz Final-
7j=1
k
mente, definimos ¢ = \/ vi. Resta provar que ¢ = v (pois, claramente, ¢
i=1
estd em FND).
Seja entdo v uma valoracao tal que v(p) = 1. Logo, v corresponde
a uma das linhas, digamos L;, da tabela-verdade construida para ¢. Por
construgao dos literais cp;'», temos que v(gpﬁ-) = 1 para todo 7 = 1,...,n.

Com efeito, se v(g;) = 1 entao gpé- = g¢;, portanto v(cpé-) = 1. Por outro
lado, se v(g;) = 0 entdo ¢ = —g;, portanto v(p;) = 1. 'Assim sendo, temos
que v(p;) = 1, pois ¢; consiste da conjuncao dos @i com j =1,...,n
Portanto, v(1)) = 1, pois ¥ é uma disjuncao de formulas, dentre elas ¢;,
sendo que v(p;) = 1. Reciprocamente, suponha que v uma valoragao tal
que v(1)) = 1. Pela definicao da tabela da disjungao, debe existir ao menos
um indice i tal que v(p;) = 1, portanto v(cpé.) = 1paratodoj=1,...,n
(pela definigdo da tabela da conjunc@o). Dai inferimos que o valor dado
por v para as variaveis qi,...,¢q, coincide com o valor dado para elas na
linha L; da tabela-verdade de ¢, pela construcao dos literais goé Portanto
o valor de ¢ (na linha L;) coincide com v(¢p), pela Proposigao 2.2.4. Logo,
v(p) = 1, pois L; é uma das linhas em que ¢ recebe o valor 1. Daqui ¢ = 1,
concluindo a demonstracao. O

Exemplo 2.2.16. Acharemos uma FND para ¢ = (p2 V p3) = (p1 A p3).
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p1|p2|p3|p2Vps | piAps| (p2Vps) = (p1 Aps)
111 1 1 1 L
1/1]0 1 0 0

101 1 1 1 Lo
100 0 0 1 Ls
011 1 0 0

0l1]0 1 0 0

01011 1 0 0

01010 0 0 1 Ly

Temos que as linhas relevantes sao L; (a primeira linha), Lo (a terceira),
L3 (a quarta) e Ly (a oitava). Definimos, para cada uma delas, as seguintes
cldusulas:

1. Para L1 : 1 = p1 A ps A ps;

2. Para Ly : @9 = p1 A —po A p3;

3. Para L3 : @3 =p1 A —p2 A —ps;
4. Para Ly : @4 = —p1 A —p2 A —ps.

Finalmente, definimos 1 = \/;1:1 w; como sendo uma FND para ¢. A

Existe uma outra forma normal para as férmulas, dual da FND (no
sentido de ser uma conjuncao de disjuncao de literais, em vez de ser uma
disjungao de conjungao de literais como na FND). Esta forma normal chama-
se de forma normal conjuntiva.

Definicao 2.2.17. (i) Uma cldusula dual é uma férmula ¢ da forma

n
o=\ v
i=1
onde cada ; é um literal.

(iii) Dizemos que uma férmula ¢ estd em forma normal conjuntiva (FNC)
se p é da forma
n
¥ = /\ Pi
=1

onde cada ¢; é uma cldusula dual (i = 1,...,n).
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A partir da existéncia da FND para toda férmula, podemos provar a
existéncia da FNC para toda férmula:

Proposicao 2.2.18. Toda formula de Propy admite wma forma normal con-
juntiva. Isto €, existe uma formula i, nas mesmas varidveis que @, tal que
Y estd em FNC, e p = . Mais ainda, existe um algoritmo para calcular
uma FNC v para .

A demonstracao da Proposicao 2.2.18 (a partir da Proposicao 2.2.15) é
deixada para o leitor como exercicio.

2.2.4 Conjuntos adequados de conectivos

Observe que a FND associada a ¢ utiliza apenas as funcoes U, M e —. Isto
significa que qualquer funcdo de verdade f : 2™ — 2 pode ser representada
utilizando estas trés fungoes: basta repetir o algoritmo descrito na prova
da Proposicao 2.2.15. Dado que as fungoes de verdade sao representadas
no nivel da linguagem por conectivos, podemos dizer que esta é uma pro-
priedade de conectivos, ou seja: existem conectivos capazes de representar
qualquer funcao de verdade.

Definigao 2.2.19. Um conjunto S de conectivos é dito um conjunto ade-
quado de conectivos se as funcgoes de verdade associadas a eles bastam para
representar qualquer outra funcao de verdade.

Com essa definigao, o conjunto {—,V, A} é adequado. Mais ainda, dado
que a conjuncao pode ser representada em termos de — e LI através da
equagao plqg = —(—pU —q), vemos que {—,V} é um conjunto adequado de
conectivos.

Proposigao 2.2.20. {—,V} € um conjunto adequado de conectivos.

Demonstragao: Dada uma funcao de verdade f(qu,. .., qn), considere uma
FND ¢ =\, ¢ associada a f seguindo o algoritmo da demonstracao da
Proposicao 2.2.15. Se substituimos iteradamente em cada clausula ¢; =
/\;L:1 cpé- cada conjuncao pela férmula que utiliza apenas V e = que a re-
presenta (usando a equagdo pMq = —(—p U —q)), obteremos uma férmula
~; equivalente a (;, mas que utiliza apenas V e —. Portanto, a disjuncao
Vi, v é uma férmula que representa f, e que apenas utiliza os conectivos
- e V. O
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E facil provar que a disjuncao pode ser representada utilizando A e —
através da equagao pUqg = —(—pl1—q). Assim, de maneira analoga a prova
da Proposicao 2.2.20, podemos provar o seguinte:

Proposicao 2.2.21. {—, A} € um conjunto adequado de conectivos.

Por outro lado, da equacao plLlgq = —p 3 ¢q e da Proposigao 2.2.20
obtemos imediatamente o seguinte:

Proposigao 2.2.22. {—,=} € um conjunto adequado de conectivos.

Consideremos agora uma constante f tal que v(f) = 0 para toda valoragao
v. Isto é, £: 20 — 2 ¢é dada por f(x) = 0 (lembrando que 2° = {x}). Entao
—p = p 2 f (confiral), logo obtemos o seguinte:

Proposicao 2.2.23. {f, =} ¢ um conjunto adequado de conectivos.
Por outro lado, provaremos o seguinte:

Proposigao 2.2.24. {—, <} e {V, A} ndo sao conjuntos adequados de conec-
tiv0s.

Demonstragao: Seja ¢(p, ¢) uma funcao de verdade de dois argumentos p e
q construida utilizando apenas as fungoes — e <. Por induc¢do na complexi-
dade de ¢ (considerada como férmula) pode ser provado que ¢ é tautologia,
ou contradicdo, ou os quatro valores possiveis das quatro linhas da tabela-
verdade de ¢ consistem exatamente de dois valores 0 e dois valores 1. Dessa
maneira, vemos que nao é possivel definir a tabela da disjungao (os quatro
valores da sua tabela consistem de trés valores 1 e um valor 0) nem a da
conjungao (os quatro valores da sua tabela consistem de trés valores 0 e um
valor 1). Portanto {—, <} nao é adequado.

Seja agora 1 (p) uma funcdo de um argumento p que utiliza apenas as
fungoes U e M na sua composi¢ao. E facil ver que 1 recebe o valor 1 se p = 1,
portanto nao é possivel reproduzir com estas fungoes a negacao —. Daqui,
{V, A} nao é adequado. O

E interessante observar que os conectivos {V,—} podem ser definidos
a partir de um wnico conectivo chamado conectivo de Sheffer ou NAND,
definido como segue: (p NAND ¢) = 1 see p e ¢ nao sao simultaneamente 1:
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p|q|pNAND ¢
1|1 0
110 1
0|1 1
0|0 1

Podemos definir p LI g e —p como:
e —p = (p NAND p);

e plLig=((p NAND p) NAND (¢ NAND g)).

Desta maneira, obtemos imediatamente o seguinte:
Proposicao 2.2.25. O conjunto { NAND } é adequado.

Similarmente, definimos um conectivo NOR dado por: (p NOR ¢) =0
see p e ¢ nao sao simultaneamente 0:

p|lq|pNORgq
11 0
10 0
01 0
00 1

Agora podemos definir pM g e —p como:
e —p = (p NOR p);
e pMg=((p NOR p) NOR (¢ NOR g)).

Portanto, inferimos imediatamente o seguinte:
Proposigao 2.2.26. O conjunto { NOR } ¢ adequado.
E possivel provar o seguinte (veja [10]):

Proposicao 2.2.27. NAND e NOR sdo os unicos conectivos adequados.
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2.2.5 Conseqiiéncia semantica

A partir das definigoes dadas até agora, podemos finalmente definir for-
malmente uma nocao de inferéncia (ou de conseqiiéncia) légica. Dado que
utilizaremos recursos semanticos para definir esta nocao de conseqiiéncia,
diremos que trata-se de uma relacdao de consegiiéncia semantica.

Definicao 2.2.28. Seja I' um conjunto de proposi¢oes em Prop, e seja ¢ €
Prop. Diremos que ¢ é conseqiiéncia semantica de T, e o denotaremos I' = ¢,
se para toda valoracao v, temos o seguinte:

se v(1)) = 1 para todo ¢ € I entao v(p) = 1.
Se I" = ¢ nao vale, escrevemos I' £ .
Um caso particular interessante da definicao anterior é quando I = ().
Proposicao 2.2.29. () = ¢ se e somente se ¢ € tautologia.

Demonstragao: Observe que () = ¢ sse, para toda valoragao v,
se v(¢) = 1 para todo ¢ € () entao v(p) = 1.

Assumamos que ¢ é conseqiiéncia seméantica de (). Observe que v(¢)) = 1
para todo 1) € ) sse

para toda 1), se ¢ € () entao v(¢)) = 1.

Dado que é impossivel exibir uma sentenga 1) tal que 1 € () e v(¢)) # 1 (sim-
plesmente porque nao tem sentencas no conjunto vazio) entao é impossivel
que a frase “se ¢ € () entdo v(¢)) = 1”7 seja falsa para alguma sentenca .
Portanto,

para toda 1), se 1 € () entao v(¢p) =1

s

ou, equivalentemente, “v(¢)) = 1 para todo 1) € ()7 é verdadeira, para toda
valoracao v. Daqui, de

“se (1)) = 1 para todo ¢ € 0 entdo v(p) = 17

inferimos que v(p) = 1, e isto vale para toda valoragdo v. Isto é, 0 = ¢
implica que v(p) = 1 para toda valoragao v. Mas isto significa que ¢ é uma
tautologia, pela Definicao 2.2.9. A reciproca é trivialmente verdadeira. [
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Escreveremos 1,12, ...,%, = ¢ para denotar {¢1,12,...,¢%,} E ¢. Em
particular, escreveremos ¢ = ¢ em lugar de {¢} = ¢, e = ¢ em lugar de

0 E ¢. Utilizaremos também a seguinte notagao: I',p | v e I'A E ¢
denotarao I'U{¢} =9 e 'UA [= ¢, respectivamente.

Observe que podemos definir nogoes de conseqiiéncia semantica |=; e
=2 sobre as linguagens Prop; e Prop, utilizando as valoragoes definidas na
Definigao 2.2.6, respectivamente. Porém, o fato de {V,—} ser adequado
mostra que estas relagoes de conseqiiéncia podem ser representadas por =,
utilizando as representagoes dos conectivos em fungao de {V, =} que vimos
anteriormente. Este fato serd usado a partir de agora sem mencao explicita.

Exemplos 2.2.30.
Lo, = Ay
2. 00 =1 E Y

. @, 7 =1, para ¢ qualquer;

=~ W

CEee e
A

As principais propriedades da relacdo de conseqiiéncia semantica sdo as
seguintes:

Teorema 2.2.31. A relagdo de conseqiiéncia |= satisfaz o sequinte:
1. ¢ | ¢ (reflexividade);

Se =g entio I' = p;

Se p € I' entao I" |= ¢;

Sel' =@ el C A entio A = ¢ (monotonicidade);

Sel' =@ e p =1 entio T’ = (transitividade)

Sel' =@ e Ao =y entio I', A =1 (corte);

Sel'plE=v el = ¢ entio I =1

E ¢ see, para todo T # 0, T | ¢;

IyoEY see T = =1 (Teorema de Dedugao, forma semantica);

© % RS s e
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10. TU{p1,....on} b @ see U= o1 = (02 = (pn = ) ..);
11. TU{p1,...,ont o see T E (01 Ao Apn) = .

Demonstragao: Provaremos somente (8), deixando o resto da prova como
exercicio para o leitor:

(— ) Segue de (2).

(« ) Se I' &= ¢ para todo I" # () entdao, em particular, —¢ = ¢. Se existir
uma valoracao v tal que v(¢) = 0 entdo v(—p) = 1, portanto v(¢) = 1, pela
definigao de =, absurdo. Portanto v(¢) = 1 para toda valoragao v, isto é,

= . O

’

E muitas vezes bastante conveniente substituir as partes atomicas de
alguma férmula por outras proposigdes. Por exemplo, se = p = ——p (para
p € V), é claro que deve valer = (11 A 9) = == (11 A ha).

Essa idéia é formalizada assim: escrevemos ¢[i)/p| para a proposicao
obtida trocando-se todas as ocorréncias da varidvel p em ¢ por .

Definicao 2.2.32. Dada uma variavel proposicional p e uma proposicao 1,
definimos por recursao uma fungao substituicdo de b em lugar de p como a
funcao Subs}f : Prop — Prop tal que:

qgseq€eVeq#up;
1. Subsﬁ(q)Z{ wseqe])eqip

2. Subs;f)(cpl V) = Subs}f(cpl) \Y Subs;f(cpg);
3. Subsh (—~p1) = ~Subsy (¢1).

Escreveremos ¢[¢/p] no lugar de Subs%(cp). A partir do Teorema 2.1.15
prova-se imediatamente que a funcao S ubs}b esta bem definida, considerando
S = Prop, H-(¢) = —¢, Hy(¢1,92) = 1V ¢2, €

_ J aseq#p;

Provaremos a seguir uma importante propriedade da relacao de con-
seqliéncia semantica =, a saber: o resultado de substituir componentes
atomicos por partes semanticamente equivalentes produz férmulas seman-
ticamente equivalentes. Por exemplo, seja 11 = (p1 A p2) e Y2 = (=(p1 =
—p2)). Como 11 = )9, entao ¢[¢1/p] = p[th2/p] para qualquer férmula .
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Teorema 2.2.33. (Teorema da Substituicao, versao 1)

Sejam 1,12 € Prop. Se 11 = 1y entao @[1/p] = ¢la/p] para toda
o € Prop e para toda p € V.

Demonstragao: Por inducao em ().
i) Se ¢ é atomica: se ¢ # p, entao p[i1/p] = ¢ = [2/p| e o resultado vale
trivialmente. Se ¢ = p entao [i1/p] = Y1 e h2/p] = 12 e o resultado
vale por hipotese.
ii) Se ¢ = @1 V @a: pela hipétese de inducao ¢i[11/p] =
@2[Y1/p] = palt2/p]. Dado que (¢1V @2)[¢i/p] = @1[vi/p] V @2 [
i =1,2), temos que, para toda valoragao v,
v((e1 V) [n/p]) = vleiltn/p] V @2th1/p])

= U(v(e1[¥n/pl), v(w2[1/p]))

= U(v(e1[v2/pl), v(e2l2/pl))

= v(p1[th2/p] V @2(2/p]) = v((p1 V p2)[th2/p])

e1l2/p], e
i/ D)

(para

portanto vale o resultado.
iii) Para o caso ¢ = =1 0 argumento é andlogo. O

As funcoes Subs}f sao casos particulares de um tipo de (extensao de)
fungoes definidas por recursao, denominadas de substituigoes.

Definicao 2.2.34. Uma substituicdo numa assinatura C' é uma funcao o :
Y — L(C)

Proposicao 2.2.35. Toda substituicao o admite uma dnica extensdo o :
L(C) — L(C) tal que:

1. 5(p) =o(p) sep e V;

2. 5(c(p1, ... on)) =c(@(p1),...,0(pn)) sec € Cp epi,...,on € L(C).

Demonstragao: Imediata, a partir do Teorema 2.1.15. ]

Frequentemente escreveremos o no lugar de &, por simplicidade. Observe
que Subs;f nada mais é do que & para a substituigdo o tal que o(p) = ¥
e o(q) = q se ¢ # p. As substituicoes serao utilizadas, entre outras coisas,
para definir regras de inferéncia esquemadticas, nos préximos capitulos.

Dadas qi,...,q, € V tal que ¢; # gq; (se i 75 j) entao as funcoes Subsgj
podem ser generalizadas para as fungoes S’Ubsq1 an > tal que Subsq1 o ()
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(denotado por @[Y1/q1,- -, ¥n/qn]) é a férmula obtida de substituir si-
multaneamente a varidavel ¢; pela formula 1; em ¢. Note que, em geral,

elr/ars - ¥n/an] # olr/a][¥2/g2] - - - [¥n/qn] (por isso destacamos que
a substituicao é simultdnea, em contraste com a substituicdo iterada). Por

exemplo, (p1 V p2)[p2/p1,v/p2] = (p2 V ¢) enquanto que
(p1V p2)lp2/p1l[¥/p2] = (p2 V p2)[¥/p2] = (¥ V ).

Note que, se o é a substituigao tal que o(¢g;) = ¥; (parai = 1,...,n) e
o(p) = p caso contrério, entao Subsfﬁ’fﬁ_ﬁ‘éﬁ” = 0. Deixamos para o leitor a

prova do seguinte resultado:

Teorema 2.2.36. (Teorema da Substituicao, versao 2)

Sejam Y1, Un, 01,...,0n € Prop. Se ¥; = ¢; (i = 1,...,n) entdo
elvr/qi, - Un/an] = eler/a, - en/an] para toda ¢ € Prop e para to-
das qi,...,qn €V tais que q; # q; (sei # j).

2.2.6 Exercicios

1. Completar a prova da Proposicao 2.2.12.

2. Provar que p = 9 sse ¢ < ¢ é tautologia sse ¢ = 1 e ¥ = ¢ sao
tautologias sse ¢ =1 e ¥ | ¢.

3. Usando tabelas de verdade provar que as seguintes formulas sao tau-
tologias:

(@) (p=) = (¢ = p)
(b) (bA@WVY) e (pAY)V(eAY))

4. A partir da existéncia da FND para toda férmula, provar a Proposi-
¢ao 2.2.18 (da existéncia de FNC para toda férmula).

5. Construa uma funcao de verdade arbitraria dependendo de trés argu-
mentos (p, q, r). Ache a FNF e a FNC dessa funcao de verdade.

Completar a prova do Teorema 2.2.31.
Conferir os Exemplos 2.2.30.
Provar que {-¢ = (¢ V), =, A (, v = =0} = ¢.

Provar a Proposicao 2.2.35.

© »®» N>

10. Provar o Teorema 2.2.36.
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Capitulo 3

Axiomatica e Completude

3.1 Métodos de Deducao

O método de deducao (ou prova) mais antigo que se conhece estd ligado
as demonstracoes em Geometria, expostas nos 13 volumes dos FElementos
de Euclides. Baseia-se na idéia de que uma prova deve comecgar de pontos
iniciais chamados axiomas, e proceder por um mecanismo de sintese, gerando
os teoremas através das regras de inferéncia. Esta forma de proceder foi
chamada de método axiomdtico ou também método hilbertiano, devido ao
légico e matematico alemao David Hilbert que iniciou o estudo sistematico
dos métodos de prova, sendo o precursor do que mais tarde viria a ser
chamada de teoria da prova.

Existe um método alternativo de demonstragao, baseado na andlise das
férmulas (ao contrario do método axiomético).

Esse método, conhecido como método dos tableauzr analiticos, tem suas
raizes originariamente no estudo de Gerard Gentzen [6], discipulo de Hilbert,
depois sistematizado nos trabalhos de Beth [1] e Hintikka [7]. Uma versao
mais moderna é apresentada no livro de Smullyan [13], j& considerado um
cléssico no assunto.

De certa forma, este método pode ser visto como um jogo entre dois
parceiros: para demonstrar uma certa férmula, imaginamos que o primeiro
jogador tenta falsificar a formula. Se ele nao conseguir, entao a férmula
nao admite contra-exemplos, isto é, nao pode ser falsificada. Dessa forma
o método é também conhecido como método de prova por rejeicdo de todo
contra-exemplo.

O método analitico, além de extremamente elegante, é muito eficiente
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do ponto de vista da heuristica, isto é, do ponto de vista da descoberta
das provas. Isto é muito importante para a prova automaética de teoremas,
pois é muito mais facil programar uma méaquina para analisar férmulas que
para gerar teoremas. De um certo modo, a prépria linguagem PROLOG e
a programacao logica em geral fazem uso de variantes do método analitico.

Com relacao a sua capacidade de provar teoremas, ambos os métodos (o
método axiomético tradicional e o método analitico) sdo equivalentes. Isto
significa que qualquer teorema que puder ser demonstrado num deles podera
sé-lo no outro. Vamos verificar que ambos tém suas vantagens e desvanta-
gens: 0 método analitico é muito mais facil de utilizar, mas é por outro
lado muito mais dificil quando queremos provar propriedades dos métodos
de prova.

Comegaremos estudando o método axiomdtico, e no Capitulo 4 apre-
sentaremos o método analitico em detalhes.

3.2 Sistemas Axiomaticos

Fixada uma linguagem L(C'), a idéia do método axiomético é definir demon-
stragoes de féormulas a partir de um conjunto dado de premissas. Estas
demonstracoes sao seqiiéncias finitas de férmulas, cada uma delas sendo
justificada pelas regras do sistema, terminando a seqiiéncia com a férmula
que desejavamos demonstrar (caso tenhamos sucesso). As justificativas para
colocar uma férmula na seqiiéncia sao trés: ou a férmula é uma das premis-
sas dadas ad hoc, ou trata-se de uma férmula pertencente a um conjunto de
férmulas aceitas a priori pelo sistema (chamadas ariomas), ou ela pode ser
obtida de formulas anteriores da seqiiéncia por meio de uma relacao entre
férmulas dada a priori no sistema; esta relagao é uma regra de inferéncia do
sistema. Formalmente:

Definicao 3.2.1. Seja C' uma assinatura.
(i) Uma regra de inferéncia' sobre C' é um conjunto R nio vazio tal que

RC{{e1,--sonts) + {p1,-- o on 9} C L(O)}

para algum n € N. Em particular, se I' = () para todo (I', ) € R (isto é, se
n = 0) entao R é dita um azioma.
(ii) Uma regra R é decidivel se existe um algoritmo para determinar, para

!Estaremos apenas considerando regras de inferéncia finitdrias, isto é, com finitas pre-
missas. Existem légicas com regras infinitarias, mas ndo serdo tratadas neste texto.
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todo par (I, ), se (T, ) € R ou (I',¢) ¢ R.2
(iii) Uma regra R é esquemdtica se é da forma

R={{o(¥1),...,0(pn)},0(p)) : o é uma substituicao}
para algum par ({¢1,...,¢n}, ) fixo, chamado de gerador de R.

Claramente, uma regra esquematica é decidivel. Observe que uma regra
esquemética R pode ser (e de fato, serd) substituida pelo par ({¢1,...,¢n}, @)
que a gera. Nesse caso, um par ({c(p1),...,0(¢n)},0(p)) serd dito uma
instancia de R; em particular, uma férmula &(¢) obtida por substitui¢ao de
um axioma esquema (), o) serd dita uma instincia do axioma. Frequente-
mente escreveremos uma regra esquematica na forma

P1..-Pn
¥

Em particular, um axioma esquema ((), ) serd escrito como .

Definicao 3.2.2. Um sistema axiomdtico S sobre C é um conjunto de regras
de inferéncia sobre C decidiveis. Se toda regra de S é esquematica diremos
que S é um sistema axiomatico esquemdtico. Se o conjunto S é decidivel
entao S é dito recursivamente axiomatizdvel.

Definicao 3.2.3. Seja S um sistema axiomatico sobre uma assinatura C, e
I'u{e} C L(C). Uma prova em S de ¢ a partir de I' ¢ uma seqiiéncia finita
©1 - p de formulas em L(C) tal que ¢, = ¢ e, para cada 1 < i < n, vale
0 seguinte:

1. ¢; €T'; ou

2. existe uma regra R € S e um par (Y,9) € R tal que 6 = p;, e T C
{8017"’780i—1}'

Se existir uma prova em S de ¢ a partir de I escreveremos I' g ¢ e diremos
que ¢ é uma conseqiéncia sintdtica de I'. Se I' -5 ¢ nao vale, escrevemos
' /s ¢. Se 0 ks ¢ diremos que ¢ é um teorema de S, e escreveremos
simplesmente s . Se I' s ¢ entao os elementos de I' sao chamados de
hipoteses.

2Em geral, um conjunto X é decidivel ou recursivo se existe um algoritmo para deter-
minar se x € X ou x ¢ X. Os conceitos de conjuntos, relagoes e fungdes decidiveis (ou
recursivos) serdo rigorosamente definidos e analisados no Capitulo XXX.
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As convencgoes de notagao da Subsegao 2.2.5 para = serao adotadas
também para bs. Assim, 1,19, ...,1¥, Fs ¢ (em particular, ¥ g ¢) deno-

tard {¢1,%9,...,¥n} Fs ;e T, pks ¢ e I', A s ¢ denotarao I' U {p} ks ¢
e I'U A kg ¢, respectivamente.

Observacgoes 3.2.4.
(1) No caso de S ser esquemadtico, a clausula 2 da Definigao 3.2.3 pode ser
escrita como segue:

2. existe uma regra ({d1,...,0x},0) € S e uma substituigdo o tal que
o(6) =i, e {7(61),...,0(K)} C{p1,-. ., 0i1}

(2) Suponha que S é recursivamente axiomatizavel. Embora exista um algo-
ritmo para determinar se uma dada férmula é ou ndo um axioma, e embora
exista um algoritmo para determinar se é possivel aplicar ou nao uma regra
de inferéncia, nao existe em geral um algoritmo para decidir se uma dada
formula é ou nao um teorema. Os sistemas onde existe um tal algoritmo
chamam-se de decidiveis. Os sistemas recursivamente axiomatizaveis, por
sua vez, sao ditos semi-decidiveis.

(3) A maioria dos sistemas axiométicos utilizados na literatura sao es-
quematicos, portanto os axiomas e as regras de inferéncia sao dados como
esquemas. Por exemplo, a conhecida regra de inferéncia Modus Ponens
(MP)

p ¢ <p¢:> Y

nada mais é do que uma regra esquematica gerada por ({po,po = p1},p1)-

M

A partir das definigoes anteriores, podemos provar o seguinte (meta)teore-
ma sobre sistemas axiométicos:

Teorema 3.2.5. Se p1,...,onFsp e Fsy; (i=1,...,n) entio ks .

Demonstragao: Considere uma prova em S

(Pl"'SOnwl"‘wm(:(P)

de ¢ a partir de {¢1,...,pn} (note que sempre podemos colocar todas as
hipéteses juntas no inicio de uma prova). Substituindo cada hipétese? ¢;
por uma prova de ; em S, obteremos uma nova seqiiéncia finita de férmulas

3Poderia acontecer que alguma ¢; coincida com alguma 1j, mas nao estaremos inte-
ressados em substituir essas ocorréncias adicionais de ;.
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em L(C) que constitui uma prova de ¢ sem usar hip6teses, isto é, ¢ é um
teorema de S. O

Algumas propriedades da relacao de consequéncia sintatica sao as seguintes,
cuja prova deixamos como exercicio para o leitor (compare com o Teo-
rema 2.2.31).

Teorema 3.2.6. Valem as sequintes afirmacoes:
(a) ¢ F ¢ (reflexividade)
(b) Se ¢ entao I' F ¢
(c) Se p €T entao T F ¢
(d) SeI'F ¢ eI’ C A entdo A F ¢ (monotonicidade)
(e) Sel't; (i=1,...,n)epi,...,on k1 entao T F 9 (transitividade)
(f) SeT'F @ e Ao 1 entao I', A
(9) T F ¢ se e so se existe A CT (A finito) tal que A+ ¢ (compacidade)
(h) Sel',oFv el'F ¢ entao I' F

Uma propriedade desejavel dos sistemas axiomaticos € a estruturalidade.

Definigao 3.2.7. Um sistema axiomatico S é estrutural se satisfaz o seguinte,
para todo I'U {p} C L(C):

I' s ¢ implica que &(I") s 7(p) para toda substitui¢ao o.

Provaremos que os sistemas axiomaticos esquematicos sao estruturais.
Previamente, estabeleceremos um 1til lema técnico.

Lema 3.2.8. Sejam o ¢ o' duas substituicoes. Considere a substituicdo

~ ’ < _ 5  ~
cgoog'. Entacoocoo' =coc0’.

Demonstragao: Por indugao na complexidade da férmula ¢ de L(C), prova-
se que

G00'(¢) = (Fod)(p).
Deixamos os detalhes da prova como exercicio para o leitor. O

Teorema 3.2.9. Se S € esquemdtico entdo S € estrutural.

Demonstragao: Suponha que I' Fg ¢, e seja ¢ uma substituicdo. Por
indugao no comprimento n de uma prova de ¢ em S a partir de I" provaremos
que 7(T') Fs o(¢). Se n =1 entao temos dois casos para analisar:
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Caso 1: ¢ € I'. Sendo assim, entao o(¢) € o(I") e vale o resultado.
Caso 2: Existe uma substitui¢do ¢’ e um axioma 1) em S tal que ¢ = o ().
Considere a substituicao ¢” = 7 o ¢’. Logo
a(p) =ao(0'(¢)) = (@o0’)(¢) = 0"(¥)
pelo Lema 3.2.8. Daqui segue-se o resultado.

Suponhamos que o resultado vale para toda ¢ provada em S a partir
de I' em n passos, e suponha que ¢ é provada em S a partir de I' numa
prova 1 ---@n4+1 de n 4 1 passos. Entao, temos dois casos para analisar a
ocorréncia de ¢ = ¢,41 ha prova acima:

Caso 1: p €' ou p = g’(w) para algum axioma 1) de S.* A demonstracao
é como acima.

Caso 2: Existe uma regra ({01,...,dx},0) em S e uma substitui¢ao o’ tal que
c}\’(é) =pe {(;7(51),...,(}7(6k)} C{¥1,...,on}. Logo, para cada 1 <1i <k
existe 1 < j(i) < n tal que o/(§;) = ¢j@)- Como antes, considerando a

substituigdo ¢” = 7 o ¢’ temos que 57(61-) = 5(0'(5;)) (para i = 1,...,k).
Usando este fato e a hipdtese de inducao temos que, parat=1,...,k,

5(T) ks o”(5:),

pois existe uma prova de o’ (6;) a partir de I' de no méximo n passos (a
saber, a prova @1 - - ;i) se 0’(d;) = @jy, com 1 < j(i) < n). Além disso,
da regra ({d1,...,0;},0) de Sede a(p) = 9(5) inferimos que

"(81),...,0"(8) Fs (p)-

Pelo Teorema 3.2.6(e) obtemos & (I") s () como desejado. Isto conclui a
demonstragao. O

Notacgao 3.2.10. Seguindo a pratica usual, usaremos metavariaveis para
expressar as regras de inferéncia esquemdticas em casos concretos (como,
de fato, ja fizemos ao exibir o exemplo de M P acima). Assim, substituire-
mos as varidveis proposicionais que ocorrem na regra por metavaridveis que
expressam formulas arbitrdrias. Por exemplo, escreveremos

MP W no lugar de MP w.
n

A partir de agora, os sistemas axiomaticos que definiremos serao es-
quematicos, portanto “sistema axiomdtico” significara “sistema axiomatico
esquematico”. Além disso, as regras esquemaéticas de sistemas axiomaticos
concretos serao formuladas utilizando metavaridveis no lugar de varidveis
proposicionais.

4A Definicdo 3.2.3 de prova ndo impede escrever provas com n passos irrelevantes.
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3.3 Uma axiomatica para a LPC

Nesta secdo definiremos um sistema axiomético para a LPC usando, como
mencionado anteriormente, a linguagem Prop gerada pelos conectivos {—, V}.
Daqui em diante usaremos as abreviagbes para os conectivos =, A e < em
funcdo de C° definidas no capitulo anterior.

Definigao 3.3.1. O sistema axiomético PC para a LPC consiste dos seguintes
axiomas e regras de inferéncia:

(axioma) -V
(expansao) _r
eV
V
(eliminagao) pYe
2
V V
(associatividade) w
(pVy)Vy

eV —pVry
PV

(corte)

Denotaremos as regras anteriores por (exp), (elim), (assoc) e (corte),
respectivamente.
Uma longa lista de teoremas a respeito de teoremas é a seguinte:

Teorema 3.3.2. ¢, ~¢ V¢ Fpc 1. (Modus Ponens)

Demonstragao:
1. ¢ (hip.)
2. oV (exp)
3. = V1 (hip.)
4. 1 V1 (corte)
5. 1 (elim) O
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Teorema 3.3.3. ¢ V¢ bpc )V . (Comutatividade)

Demonstragao:

1. ¢V (hip.)
2. = V ¢ (axioma)
3. ¥V p (corte)

Teorema 3.3.4. vV (p Vo) Fpcy V p.

Demonstracgao:
L yV(eVe)

N O U W N

=2

<

S

<
A’jﬁ

<
/\a/\

o

N

Teorema 3.3.5. (¢ V) VykpcoV (¥ Vy).

Demonstracgao:

- (V) Vv (hip.)
.yVi(pV) (333 em 1))
. (v V)V ((assoc) em 2.)
.YV (yVe) (3.33em 3.)
(
(

H

)
. (¥ V) Ve ((assoc) em 4.)
.oV Vy) (333 emb.)

O U= W N

Teorema 3.3.6. —¢ Vv, =) Vv Fpc—(p V) Vy

Demonstracgao:
L =(p V) V(p V) (axioma)
(V) V(e V) (3.33)
. =V (hip.)
.oV V(=(eV)) (3.3.5 em 2.)

2
3
4
5. (¥ V-=(eV))Vy ((corte) em 4., 3.)
6. YV (=(pVY)Vy) (3.3.5em 5.)

7. =V (hip.)

8. (e VY)V~y)Vy ((corte) em 6., 7.)
9. =(pVY)V(yV ’y) (3.3.5 em 8.)

10. =(p V)V~ (3.34em9.)

Teorema 3.3.7. oV (Y V) Fpcty V(7 V ).
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Demonstracao:
L ¢V (¢ V) (hip.)
2. (Y V)V (3.33)
3. vV (yVep) (3.3.5) O

Teorema 3.3.8. ¢V (Y V) FpcyV (p V).

Demonstragao:
L @V (¢ Vy) (hi
2.9V (yVe) (3
3.yVi(eVy) (3

Teorema 3.3.9. Fpc —(p V)V (Y V).

p.)
3.6)
3.6) O

Demonstragao:
1. = V ¢ (axioma)
vV -p (3.3.3)
(¢ V=) VO (exp)
YV (pVp) (3.3.3)
-V (Y V) (3.3.7)
-V (Y V) ((axioma), (exp), 3.3.5)
(e VY)V (V) (deb. eb., 3.3.6) O

N Otk 0N

Teorema 3.3.10. ¢V (Y V) Fpc oV (v V).

Demonstracgao:
1. o V(¥ V) (hip.
2. (V) Ve (3.3.3)

)

3
3. 2@ Vvy)V(yVvey) (3.3.9)
4. oV (yV ) (de 2. e 3., (corte)) O

Teorema 3.3.11. Seja m: {p,¥,v} — {p,¥,v} uma permutacao. Entao:
(a) oV (V) Epcm(p) V(m(¥) Vr(y))
(b) oV (¥ V) Fpc (n(p) V() Vr(y) .
(c) (V) V(eVy)FpcoV (V).

Demonstragao: Partes (a) e (b) seguem por aplicagao direta de 3.3.6, 3.3.7,
3.3.8 e da regra (assoc). Para a parte (c) :

L (V) V(pVy) (hip.)

2. oV V(pVy)) (3.3.5em 1.)

3. pV((eVy) V) (3.3.10 em 2.)

4. =V (¢ V) ((axioma), (exp) e 3.3.5)
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5. =0V ((¢ V) V) ((exp) e 3.3.5 em 4.)
6. (V) VY ((corte) em 3. e 5., seguido de (elim))

7. oV (¥ V7) (3.3.5 e 3.3.10) 0

Teorema 3.3.12. (Lei da dupla negagao)
(a) ¢ Fpc 7.
(b) == Fpc p.

Demonstragao: (a) Considere a seguinte prova:
1. ¢ (hip.)
2. == V —p (axioma)
3. =V -mp (3.3.3 em 2.)
4. == (3.3.2 em 1., 3.)

(b) Considere a seguinte prova:

—=¢ (hip.)

= V ¢ (exp)

- V ¢ (axioma)

© V¢ ((corte) em 3., 2.)

¢ (elim) O

ANl

Teorema 3.3.13. ¢, ~¢ Fpc 1. (Principio de Pseudo-Scotus)

Demonstracao:
1. ¢ (hip.)
2. = (hip.)
3. = V1 (exp)
4. (3.3.2em 1., 3.) O

Provaremos a seguir o Teorema da Deducao, na forma sintatica, que permite
transformar a prova de uma dedugao na prova de uma implicagao. (Lem-
bramos que a implicagdo ¢ = 1 é uma abreviacao da férmula —¢ V 9.) E
um resultado bastante 1til, pois permite trabalhar com um ntmero maior
de premissas para provar férmulas mais simples (de menor complexidade).
Observe que um resultado analogo, na forma semantica, foi demonstrado no
Teorema 2.2.31(9).

Teorema 3.3.14. (Teorema da Dedugao, forma sintética)
Tyobpct se, e so se, ' -pc = 1.
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Demonstracao:

(«) Obvio, a partir do Teorema 3.3.2.

(—) Suponha que 113 .. .1, = 1 seja uma prova de ¢ a partir de I' U {p}.
Mostraremos por indugao em n que I' Fpc ¢ = 9.

Se n = 1 entao temos dois casos para analisar:

Caso 1: Se ¥ = 7(d) para um axioma ¢ e uma substituicao o, ou ¢ € T.
Entao I' Fpc ¢ e pela regra (exp) e o Teorema 3.3.3, I' Fpc = V 1), isto é,
I'Fpc o= 1.

Caso 2: Se 1) = . entdo I' Fpc ¢ = ¢, pois Fpc ¢ = ¢ (usando o axioma
V).

Suponha que para toda prova 111 .. .1, de ¥ a partir de T'U{¢} em n
passos temos que I' Fpc ¢ = 1), e considere uma prova Y112 ... 9¥n4+1 de ¢ a
partir de I' U {¢} em n + 1 passos. Pela hipdtese de indugao, inferimos que
I'Fpc ¢ = 9 para 1 < i < n. No caso em que ¢ = 5(J) para um axioma
0 e uma substituigao o, ou ¢ € I' U {p}, a demonstragao segue como no
caso n = 1. Se v é obtido dos 9, anteriores através das regras de derivagao,
temos varios casos a considerar, dependendo da regra aplicada:
(1) Se v foi obtido de 1, pela regra (exp), entdao v = J V-, e Y = §. Como
' Fpc ¢ = 6, ie, ' Fpc —p V § entao, usando (exp) e o Teorema 3.3.5,
temos que I' Fpc = V (6 V), isto é, T' Fpc ¢ = (0 V7).
(2) Se ® foi obtido de vy pela regra (elim), entdo ¥ = ¥ V 1; a prova é
similar ao caso anterior, mas agora usando o Teorema 3.3.4.
(3) Se v foi obtido de v pela regra (assoc), entao » = (§ Vy) V n, o =
dV (v Vn). De novo usamos os teoremas 3.3.2 a 3.3.11.
(4) Se 9 foi obtido de )y, e ¢; pela regra (corte), entao ¥ = yVn, ¥y = V7,
e 1; = =0 V n. Por hipétese de indugao, I' Fpc ¢ = (V) e I' Fpc p =
(=0 Vn). Aplicando os teoremas 3.3.2 a 3.3.11, obtemos: I' Fpc 6 V (= V7)
el Fpc =0V (= Vn). Portanto segue I' Fpc (—¢ V) V (mp V1), aplicando
(corte). Daqui, T' Fpc = V (v V 1) (usando 3.3.11(c)); isto é, T Fpc ¢ =
(v V).

Temos entao em todos os casos I' Fpc ¢ = ¥, o que completa a inducao.

O

Corolério 3.3.15. T'U{¢1,...,on} Fpct se, e sé se, I Fpc 1 = (g2 =
(..=(en=17)...)).

Como aplicacao imediata do Teorema da Dedugao, obtemos o seguinte
resultado 1til sobre PC:

Teorema 3.3.16.
(a) T,pbFpcy e, ¢ Fpcy implica T', o V ) Fpc .
(b) U0 tpcy e T, —p Fpcy implica T Fpc .
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Demonstragao: (a) Dado que I', o Fpc v e ', ¥ Fpc 7y entdo I Fpc = V
e I'Fpc = V 7, pelo Teorema 3.3.14. Pelo Teorema 3.3.6 temos que

—p VA,V bpc =(p V) VA,

portanto inferimos que I' Fpc —(p V1)) V-, pelo Teorema 3.2.6(e). Por outro
lado, temos que

oV, =(e V) Vybkpcy

pelo Teorema 3.3.2. Daqui I', ¢ V ¢ Fpc 7, pelo Teorema 3.2.6(f).
(b) Segue do item (a) e do fato de —¢ V ¢ ser um axioma de PC. O

3.4 Completude e Compacidade

Nesta secao provaremos dois teoremas importantissimos da légica proposi-
cional classica: o teorema da Completude e o teorema da Compacidade.
Como veremos a seguir, ambos resultados estao interrelacionados. Dado
que as técnicas para provar estes resultados sao interessantes per se, pois
elas podem ser generalizadas para provar resultados andlogos para outras
légicas (chamadas de nao-cldssicas), mostraremos duas provas diferentes
(ou dois caminhos alternativos para chegar a prova) do Teorema da Com-
pletude. Devemos destacar que existem duas nogoes de completude para
um sistema légico: a completude fraca e a completude forte. A completude
fraca de um sistema S diz que [ ¢ implica kg ¢, para toda férmula ¢;
isto é, as tautologias (com relacdo a uma dada semantica) sao teoremas de
S. Por outro lado, a completude forte de S significa que I' = ¢ implica
I' ks ¢, para todo conjunto de férmulas I' U {¢}. As nogoes de corregao
fraca e forte sdo as reciprocas das respectivas nogoes de completude: S é
fracamente (fortemente, respectivamente) correto se ks ¢ (I' Fs ¢, re-
spectivamente) implica que | ¢ (I' |E ¢, respectivamente). Claramente a
completude forte de S implica a completude fraca de S, tomando I" = (); o
mesmo vale para a corre¢ao. No caso da completude, a reciproca nao é ne-
cessariamente verdadeira (no caso que a relagao de conseqiiéncia seméantica
= nao seja compacta); assim, um sistema pode ser fracamente completo mas
nao fortemente completo. Dizemos que |= é compacta se satisfaz o seguinte:
I' = ¢ sse existe um subconjunto finito I'y C I" de I' tal que I'g |= ¢, para
todo conjunto de férmulas I' U {¢}. Claramente, o Teorema da Completude
Forte (junto com o Teorema da Correcao Forte) implica o Teorema da Com-
pacidade, pois a nocao de conseqiiéncia sintdtica é claramente finitaria por
definigao (veja Teorema 3.2.6(g)). Por utro lado, a partir do Teorema da
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Completude Fraca, do Teorema da Compacidade e do Teorema da Dedugao
obtemos facilmente o Teorema da Completude Forte.
Primeiro provaremos o Teorema da Correcao.

Teorema 3.4.1. (Correcao Fraca de PC) Se Fpc ¢ entio = .

Demonstracao: Por indugao no comprimento n de uma prova ¢1 - - - ¢, de
p em PC. Se n =1 entdo ¢ é uma instancia do axioma —pg V pg, portanto
= ¢. Suponha o resultado valido para toda ¢ que admite uma prova de com-
primento n, e seja ¢ um teorema demonstrado numa seqiiéncia @1 - -+ @p41
de comprimento n + 1. Por hipétese de indugao, cada ¢; (1 < i < n) é
uma tautologia. Claramente, dada uma instancia de uma regra de PC, se as
premissas da instancia da regra sao tautologias entao a conclusao também o
é (deixamos esta simples verificagdo como exercicio para o leitor). Portanto
PYn+1, isto é, ¢, é uma tautologia. O

Corolario 3.4.2. (Correcao Forte de PC) Seja I' U {¢} um conjunto de
formulas de Prop. Se T'tFpc ¢ entao T' = .

Demonstragao: Se ' Fpc ¢ entao existe um subconjunto finito {¢1, ..., vn}
de T tal que {¢1,...,¢on} Fpc ¢, pelo Teorema 3.2.6(g). Daqui, pelo
Corolario 3.3.15, Fpc ¢1 = (2 = (... = (pon = ¢)...)), e entdo
E o1 = (p2 = (... = (pn = ¢)...)), pelo Teorema 3.4.1. Logo, pelo
Teorema 2.2.31(10) inferimos que {¢1,...,¢n} | ¢ e entao, pelo Teo-
rema 2.2.31(4), obtemos que I' = . O

A primeira prova que daremos do Teorema da Completude Forte é direta,
portanto tem como conseqiiéncia imediata o Teorema da Compacidade. Esta
prova é devida a Lindembaum-Asser. Para comegar, introduzimos alguns
conceitos e provamos alguns resultados técnicos prévios.

Definicao 3.4.3. Seja I' U {¢} um conjunto de férmulas. Dizemos que I' é
p-saturado (com relacao a PC) se as duas condigoes seguintes sao verificadas:

L. I'pc ¢
2. Se p €T entao I', ¢ Fpc .

Lema 3.4.4. Seja I' um conjunto p-saturado. Entao I satisfaz o segquinte,
para toda formula ¢ e ~y:

(a) Y €T ssel Fpc;

(b)) (YV~y)eT ssep €T ouyeT;
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(c) el ssep 1.
(d) A fungao caracteristica xp de T (isto €, a fungdo xr : Prop — 2 tal que
xr(¥) =1 sse ¢ € T') € uma valoragdo classica (ver Defini¢ao 2.2.1).

Demonstragao: (a) Se ¢ € I' entao evidentemente I' Fpc v, pela nogao de
prova em sistemas axiomdticos (veja Teorema 3.2.6(c)). Reciprocamente,
suponha que ¥ ¢ I'. Como I' é p-saturado, temos que I',1) Fpc ¢. Se
I' Fpc ¢ entao I' Fpc ¢, pelo Teorema 3.2.6(f), contradigao. Portanto
' Vpc 9.

(b) Suponhamos que (¢ V) € . Sev ¢ T e~y &I entao I',¢) Fpc ¢ e
',y Fpc ¢, pois ' é p-saturado. Daqui obtemos que I',% V v Fpc ¢, pelo
Teorema 3.3.16(a), e entdao I' Fpc ¢, contradigao. Portanto: se (¢ V) € T’
entao ¢ € I' ou v € I'. Reciprocamente, suponha que ¢ € I'. De ¢ Fpc YV
obtemos que I' Fpc 1V, portanto (¢V«) € T, pelo item (a). Analogamente,
de v € T inferirmos que (¢ V v) € T

(¢) Suponhamos que =) € T'. Se ¢ € T" entao, dado que ¥, ) Fpc ¢ (pelo
Teorema 3.3.13), obtemos que I' Fpc ¢, uma contradi¢do. Portanto: se
—p € I' entao ¢ € I'. Reciprocamente, suponha que ¢ € I'. Entao I', ¢ Fpc
. Se =) € I' entdo I', =) Fpc @, portanto I' Fpc ¢ pelo Teorema 3.3.16(b),
contradicdo. Logo: se ¢ ¢ I entdo -1 € T.

(d) Seja xr : Prop — 2 a funcdo caracteristica de I". Entao, para toda
1,y € Prop temos o seguinte: xr(¢ V) = 1 sse (pela definigao de xr)
(V) €T sse (pelo item (b)) ¥ € T ouy €T sse xr(¢)) =1 ou xp(y) =1
sse U(xr(¥), xr(v)) = 1. Por outro lado, xp(—%) = 1 sse = € T sse (pelo
item (c)) ¥ & T sse xr(¢) = 0 sse —(xr(¥)) = 1. Isto mostra que xr
é uma valoragao classica sobre Prop (veja a Definigao 2.2.1), concluindo a
demonstragao. ]

Lema 3.4.5. (Lindembaum-Asser) Seja 'U{¢} um conjunto de férmulas
tais que I' Ypc . Entao existe um conjunto A tal que ' T A e A € -
saturado.

Demonstragao: Considere uma enumeragao {¢, : n € N} do conjunto
Prop (note que Prop é enumeravel, pois os conjuntos V e |CY| sdo enu-
merdveis). Definiremos uma seqiiéncia {I', },en de conjuntos de férmulas
da maneira seguinte: I'g =TI e, para todo n > 0,

LoU{pn}  se Tn,enlfpc ¢;
Fn—&-l =
Pn U {ﬂ(pn} s€ Fna ©Pn l_PC ©-

62



E fcil provar o seguinte

Fato:

(a) T',, CT'41 para todo n € N;

(b) Ty, pc ¢ para todo n € N.

Com efeito, (a) é imediato da definigdo dos conjuntos I',,. Provaremos (b)
por inducao em n. Se n = 0 entao o resultado vale pela hipdtese sobre
I'. Suponha que I',, F/pc ¢, para um dado n > 0. Se I'ny1 = 'y, U {pn}
entao claramente I',, 11 Zpc @, pela definigdo de T'y, 1. Por outro lado, se
Iy =T U {—pn} entao Ty, ¢ Fpc @, pela defini¢ao de T', 1. Suponha
que I'41 Fpc . Entao, pelo Teorema 3.3.16(b), obtemos que I'y, Fpc ¢,
contradi¢ao. Logo 'y 41 t/pc . Isto prova o Fato.

Considere agora o conjunto A = |J,cxI'n. Claramente I' € A. Provaremos
a seguir que A é p-saturado. Suponha que A Fpc ¢. Pelo Teorema 3.2.6(g)
temos que Ay Fpc @ para algum subconjunto finito Ay de A. Pela definigao
de A e pelo Fato(a) inferimos que I';, Fpc ¢ para algum n suficientemente
grande. Mas isto contradiz o Fato(b). Portanto A Fpc . Seja agora 1) uma
formula em Prop tal que ¢ ¢ A. Existe um nimero m tal que ¥ = ¢y, pois
partimos de uma enumeracao de Prop. Dado que ¢, € A entao o, & Iy,
portanto 'y, 41 = T U{—¢m} e T, om Fpc @, pela construgao da seqiiéncia
de conjuntos I',. Mas entao obtemos que A, v, Fpc @, isto é, A9 Fpc .
Isto prova que A é p-saturado, concluindo a demonstracao. ]

Teorema 3.4.6. (Completude Forte de PC) Seja I' U {p} um conjunto
de formulas em Prop. Entao I' = ¢ implica T' Fpc .

Demonstragao: Suponhamos que I' Fpc . Entao existe um conjunto -
saturado A tal que I' C A, pelo Lema 3.4.5. Seja xa : Prop — 2 a funcao
caracteristica do conjunto A; logo, xa é uma valoracao, pelo Lema 3.4.4(d).
Mais ainda, xa (%) = 1 para toda ¢ € T' (pois I' C A), e xa(yp) = 0, pois
© € A (pelo Teorema 3.2.6(c)). Logo, I" [~ ¢, pela defini¢ao de conseqiiéncia
semantica 2.2.28. Ou seja: se I' = ¢ entdo I' Fpc ¢, como querfamos
demonstrar. O

Corolério 3.4.7. (Adequacgao Forte de PC) O sistema PC é fortemente
adequado, isto €, PC € fortemente correto e fortemente completo com rela¢do
a semantica de valoragoes: para todo conjunto de formulas T'U{¢} em Prop
temos que T' = ¢ sse T Fpc .

Como corolario do Teorema da Adequagao Forte, obtemos o Teorema
da Compacidade, que afirma que a relacao de conseqiiéncia semantica é
finitaria, no sentido em que uma sentenga é semanticamente dedutivel de
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no maximo um conjunto finito de sentencas ou, em outras palavras, conjun-
tos infinitos de premissas sao desnecessarios para a relagao de conseqiiéncia
semantica (observe que uma versao sintética deste resultado aparece no Teo-
rema 3.2.6(g)).

Coroléario 3.4.8. (Teorema da Compacidade da LPC) Seja I' U {p}
um congunto de formulas em Prop. Se I' = ¢ entdo existe um subconjunto
finito Ty de T tal que Ty = .

Demonstragao: SeI' = p entao I' Fpc ¢, pelo Teorema 3.4.6. Daqui, existe
um subconjunto finito I'y de I' tal que I'g Fpc ¢, pelo Teorema 3.2.6(g).
Logo, I'g = ¢ pelo Corolario 3.4.2. O

E possivel dar uma outra formulacao equivalente do teorema da compaci-
dade, que as vezes resulta tutil. Antes de dar uma formulagao equivalente da
compacidade semantica, precisamos de umas defini¢oes e resultados prévios.

Definigao 3.4.9. Dado um conjunto de férmulas I' C Prop, dizemos que I’
é satisfativel se existe uma valoragdo v : Prop — 2 tal que v(y)) = 1 para
toda ¢ € I'. Caso contrario, isto é, se para toda valoragdo v existe uma
férmula ¢ € T tal que v(¢)) = 0, entao dizemos que I' é insatisfativel.

Proposigao 3.4.10. Seja T'U{¢} um conjunto de férmulas em Prop. Entdo
I' = ¢ sse ' U{—p} € insatisfativel.

Demonstragao: Suponha que I' U {—p} é satisfativel. Logo, existe uma
valoragao v tal que v(¢)) = 1 para toda ¢p € T, e v(—¢) = 1. Logo, a
valoragao v é tal que v(¢)) = 1 para toda ¢ € I, e v(¢) = 0, portanto
I' f= . Ou seja: se I' |= ¢ entao I'U {—¢} é insatisfativel. Reciprocamente,
suponha que I' = ¢. Logo, existe alguma valoracao v tal que v(¢) = 1 para
toda ¥ € T, e v(p) = 0 (portanto v(—p) = 1). Logo, o conjunto I' U {—¢p} é
satisfativel. Daqui: se I' U {—} ¢é insatisfativel entao I" = . O

Proposicao 3.4.11. Sdo equivalentes:

(a) Para todo subconjunto I' U {¢} de Prop: se I' = ¢ entao existe um
subconjunto finito T'y de T' tal que T'g = .

(b) Para todo subconjunto I' de Prop: se todo subconjunto finito de I' é
satisfativel, entao I' € satisfativel.

Demonstracao: (a) — (b): Observe que (b) equivale a seguinte afirmacao:
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(b)" Para todo subconjunto I' de Prop: se I' é insatisfativel entao existe um
subconjunto finito I'y de I" tal que I'y é insatisfativel.

Provaremos que (a) implica (b)’. Seja entdo I' um conjunto insatisfativel;
logo, I' = =(po V —pp) (isto sai claramente da definigdo de conseqiiéncia
semantica). Usando (a) temos que I'g = —(po V —pp) para algum subcon-
junto finito 'y de T", portanto I'g U {=—=(po V —po)} ¢ insatisfativel, pela
Proposicao 3.4.10. Mas, dado que ——(pg V —pp) é uma tautologia, entao
certamente I'g é insatisfativel, sendo que I'y é um subconjunto finito de I'.
Isto prova (b)’, portanto (b).

(b) — (a): Observe que, usando a Proposi¢ao 3.4.10, temos que (a) equivale
ao seguinte:

(a)" Para todo subconjunto I' U {¢} de Prop: se I' U {—¢} é insatisfativel,
entao existe um subconjunto finito I'g de I" tal que I'oU{—¢} é insatisfativel.

Podemos ainda reescrever (a)’ da seguinte maneira equivalente:

(a)” Para todo subconjunto I'U{p} de Prop: se para todo subconjunto finito
[y de T temos que T'g U {—p} é satisfativel, entao I' U {—p} é satisfativel.

Provaremos agora que (b) implica (a)”. Suponha entdao que para todo sub-
conjunto finito 'y de T' temos que T'o U {—p} é satisfativel, e seja A =
I'U {—p}. Seja Ag C A finito, e considere I'y = Ay — {—¢} (note que
possivelmente = € Ap). Entao I'g é um subconjunto finito de T', portanto
o U {—p} é satisfativel, por hipétese. Dado que Ag C I'g U {—¢} (a igual-
dade vale sse @ € Ay) entao inferimos que A é satisfativel, e isto vale para
todo subconjunto finito Ay de A. Usando (b) inferimos que A é satisfativel.
Isto prova (a)”, portanto (a). O

Daremos agora uma segunda prova construtiva de completude (fraca) do
sistema PC (a primeira, nao explicitada aqui, é um caso particular da prova
da completude forte, para I' = {)), baseando-se numa prova proposta por
Kalmar em 1935.

Lema 3.4.12. Seja ¢ uma formula, e q1,. .., ¢y aS varidveis proposicionais
que ocorrem em . Seja v uma valoracdo qualquer. Para 1 < i <n defini-

mos
* { qi s€ U(Qi) =
q4; = . N —
q; se U(Qz) -

O =
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e seja Ny, =1{47,45,-..,q;}. Entdo:

(i) Se v(p) =1 entao Ay Fpcp, e
(it) Se v(p) =0 entao Ay, Fpc —p.

Demonstracao: Por indugao na complexidade n de ¢. Se n = 1 entao ¢
é qi1, portanto A, = {q1} ou A, = {—¢1}, e o problema se reduz a mostrar
que q1 Fpc q1 ou g1 Fpc g1, 0 que é trivialmente verdadeiro. Suponha o
resultado valido para toda ¢ com [(p) < n para certo n > 1, e seja ¢ tal
que [(p) =n+ 1. Temos dois casos:

(1) Se ¢ é ~p. Note que A, = Ay. Suponha que v(¢) = 1. Entao v(y)) =0
e por hipétese de inducao Ay Fpc =), isto é, A, Fpc ¢. No caso de ter
v(¢) = 0 entdo v(y)) = 1 e pela hipétese de inducao Ay Fpc 9. Como
¥ Fpc =) concluimos que A, Fpc =), pelo Teorema 3.2.6(e).

(2) Se p é V. Entdo Ay C Ay e Ay, C Ay, Suponhamos que v(p) = 1.
Entao v(¢)) = 1 ou v(y) = 1. No primeiro caso, pela hipétese de inducao,
Ay Fpc , e dal Ay Fpc 9 V y pela regra (exp) e pelo Teorema 3.2.6(d). O
segundo caso é andlogo. Suponhamos agora que v(¢) = 0. Entao v(y)) =
v(y) = 0, e pela hipétese de indugao, Ay Fpc =) e A, Fpc =y. Em
conseqliéncia, pela regra (exp) e pelo Teorema 3.2.6(d) temos:

Apbpc V() V) e Aybpc—y V(i V).

Pelo Teorema 3.3.6, A, Fpc =(¢ V) V (¢ V) e entdo Ay, Fpc (9 V),
pela regra (elim). O

Teorema 3.4.13. (Completude Fraca de PC) Seja ¢ uma formula em
Prop. Logo, temos que: se |= ¢ entdo Fpc .

Demonstragao: Seja ¢ uma tautologia; entao v(¢) = 1 para toda valoragao
v. Seja Var(y) = {q1,...,qn} 0 conjunto das varidveis proposicionais que
ocorrem em . Considere duas valoragoes v e vy tais que v; atribui 1 a
todas as varidveis proposicionais de ¢ e vy atribui 1 a todas, exceto a gy,
isto é, va(g,) = 0. Pelo lema anterior, temos:

{a1,02, .., qn—1,qn} Frc ¢ e {aq1,92,- .., qn—1,7an} Frc .

Pelo Teorema 3.3.16(b) obtemos

(*) {QLQQ, cee 7qn—1} l_PC ©.
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Repetindo este processo para valoragoes vs e v4 tais que vs(g;) =1 (1 <14

n—2), v3(gn—1) = 0, v3(gn) = 1, e va(q;) =1 (1 <i <n—2), va(gn-1) =
v4(gn) = 0, temos, da mesma forma,

IS VAN

)

(**) {q17 q2,---, ﬁqn_l} l—pc ©.

Consequentemente, aplicando Teorema 3.3.16(b) em () e (%), obtemos

(* * *) {Q17 q2, ..., QTL—Z} I_PC Pp.

Observe que, utilizando valoragoes vy e v9 conseguimos eliminar g, em (*), e
em seguida utilizando vs e v4 pudemos eliminar também g, 1 em (**x). Fica
claro, entao, que repetindo este procedimento com 2" valoragoes, obteremos
Fpc @ O

Observe que, neste ponto, para obter uma outra prova do Teorema de
Completude Forte (a partir do Teorema de Completude Fraca) deveriamos
primeiro dar uma prova independente do Teorema da Compacidade (isto é,
que nao utilize o Teorema de Completude Forte, como nés fizemos na prova
do Corolério 3.4.8). Usando estes resultados (Completude Fraca e Compaci-
dade seméantica) junto com o Teorema da Deducao (sintatico e semantico)
conseguiriamos entao uma outra prova do Teorema de Completude Forte.
Deixamos os detalhes como exercicio para o leitor.

3.5 Outras Axiomaticas

A axiomaética PC que utilizamos na se¢ao anterior possui apenas um axioma
e diversas regras de inferéncia. Existem muitas outras axiomadticas, con-
siderando a mesma linguagem (ou otras linguagens apropriadas) da LPC,
mas com diferentes axiomas, e em geral utilizando apenas a regra de Modus
Ponens. O leitor interessado pode encontrar diversas axiomaticas para a
légica proposicional no livro [5].

A seguinte axiomatica foi popularizada no conhecido livro de Mendel-
son [10], embora pertenca a Hilbert e Bernays, e é sem dividas uma das
axiomaticas da LPC mais divulgadas na literatura:

Definicao 3.5.1. O sistema axiomatico M para a LPC escrito na linguagem
Prop; consiste dos seguintes axiomas e regras de inferéncia:
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(Axioma 1) o= (=)

(Axioma 2) (= W=7)=(p=>9)=(=7)

(Axioma 3) (Y = —p) = (¢ = ) = )

(Modus Ponens) W

E possivel mostrar que o sistema M equivale ao sistema PC, no sentido
em que cada regra de M pode ser demonstrada em PC, e vice-versa, com as
respectivas tradugoes entre linguagens: ¢ = 1 é representado como — V 1)
em Prop, e ¢ V ¢ é representado como —¢ = ¢ em Prop;. Portanto, M
satisfaz o Teorema da Deducao e o Teorema da Adequagao Forte com relacao
a semantica de valoragoes da Definicao 2.2.6(i).

Um outro tipo de axiomética que pode-se introduzir lida diretamente
com conjuntos de férmulas (cf. [3]). Podemos interpretar intuitivamente
um conjunto I' de férmulas como a disjuncao de seus elementos. Dessa
forma, para I finito, “T", ¢” denota a disjungao dos elementos de I' U {¢}.
Lembremos que ¢ A 9 é representado por —(—¢ V =) em Prop.

Definicao 3.5.2. O sistema CR definido sobre C ¢é da seguinte forma:

Axiomas: T', ¢, —p

Regras:
T r
Ry X% Ry P
oV LoV
T T r
Rs X% P R X%
T, @A P T, TP
T T, -
Corte —F T Y
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Pode-se também demonstrar que o sistema CR é equivalente ao sistema
PC (e a todos os outros) no sentido seguinte: Fcr {¢1, ..., ¢n} se e somente
se Fpc iz, wi-

O sistema CR é muito interessante pela seguinte razao: nele a Regra
do Corte pode ser eliminada. A primeira situagao desse tipo foi demon-
strada por G. Gentzen, num teorema conhecido como Hauptsatz (veja o
Teorema 4.3.4), que teve conseqiiéncias profundas para os fundamentos da
matematica.

Finalizamos esta se¢cdo mencionando um teorema importante (e sur-
preendente) da légica proposicional, o Teorema da Interpolagdo de Craig:

Teorema 3.5.3. (Teorema da Interpolacao de Craig) Sejam ¢1, @2 €
Prop tais que @1 nao € contradi¢ao e w2 nao € tautologia. Se = o1 = 2,
existe ¢ € Prop tal que Var(p) C Var(pi) N Var(p2), Eo1=¢ e EFep=
P2-

(A prova de este teorema é deixada como exercicio para o leitor.) O que
este teorema afirma é que entre cada duas férmulas separadas por implicagao
tais que a implicagao é um teorema, sempre se pode interpolar outra férmula
(¢ de modo a se obter dois novos teoremas. E interessante observar que uma
propriedade semelhante ocorre com os numeros racionais: entre cada dois
racionais pode-se colocar mais um; esta propriedade é chamada densidade.
De certa forma, podemos pensar que os teoremas da légica proposicional
formam um conjunto denso.

3.6 Axiomaticas nao completas

Finalizamos este capitulo mostrando duas axiomatizacoes nao completas da
LPC. Estes dois exemplos servirao para mostrar duas coisas: (1) os cuidados
que devemos tomar ao tentar axiomatizar uma determinada légica (no caso,
a LPC); e (2) uma técnica que pode ser utilizada para provar que um sistema
é incompleto ou, mas geralmente, para provar que uma determinada férmula
nao € demonstrdavel num dado sistema axiomético. Portanto, esta técnica
serve também para provar a independéncia dos axiomas de uma dada a-
xiomadtica, isto é: para provar que o sistema obtido de eliminar um dos seus
axiomas nao consegue provar o axioma eliminado.

Nesta secao , “Completude” e “Correcao” referem-se a “Completude
Fraca” e “Correcao Fraca”, respectivamente.

Definicao 3.6.1. Considere a assinatura proposicional C* dada por C’é =
{f},C3 ={V,=} e C} = () nos outros casos. O sistema axiomdtico P escrito
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na linguagem L(C*) consiste dos seguintes axiomas e regras de inferéncia:
(Ax1) (pVe) =0
(Ax2) o= (Y Vo)

(Ax3) (p=¢) = ((yVe) = (¥ V7))

® =1
(0

Defini¢do 3.6.2. Uma wvaloracio para P é uma funcio v : L(C*) — 2 tal
que:

(MP)

1. v(f) =0;
2. v(p V) =U(v(p),v(¥));
3. v(p =) = D(v(p),v(¥)),

onde LI : 22 — 2 e O: 22 — 2 sdo0 as fungdes de verdade cléssicas (veja
Subsecao 2.2.1).

Observe que a seméantica de P coincide com a seméantica classica para
os conectivos {f,V,=} (um conjunto adequado), portanto as tautologias de
P (nesta linguagem e nas linguagens Prop, Prop; e Prop,, se usarmos as
abreviagoes usuais) sao as cldssicas.

Proposicao 3.6.3. O sistema P € correto com rela¢do as suas valoragdes.

Demonstracgao: Imediata: os axiomas sao tautologias classicas, e a regra
(MP) preserva validade: se as premissas sao verdadeiras, entdao a conclusao
é também verdadeira. O

Porém, podemos observar que o sistema P nao é completo com relagao a sua
semantica classica:

Proposicao 3.6.4. O sistema P nao € completo com relagdo as suas va-
loracdes.

Demonstragao: Basta provar que existe uma tautologia (com relagao as
suas valoracoes, ou seja, uma tautologia cldssica na linguagem L(C*)) que
nao é demonstravel em P. Considere a férmula ¢ = (f = pp). Claramente
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 é uma tautologia. Provaremos que ¢ nao é demonstravel em P usando a
técnica seguinte: exibiremos uma seméantica alternativa para P que valide
seus axiomas e suas regras de inferéncia (portanto, P serd correto para essa
semantica alternativa). Porém, ¢ nao serd uma tautologia com relagao a
essa semantica, portanto nao podera ser um teorema de P. Considere entao a
seguinte semantica para P: as valoragoes sao fungoes como na Definigao 3.6.2,
mas agora v(f) = 1 para toda v. Dado que f ndo aparece explicitamente
nos axiomas e nas regras de P, vemos que P é correto com relagao a esta
nova semantica. Mas, claramente, ¢ nao é tautologia com relacdo a esta

semantica, pois para qualquer valoracdo v tal que v(pg) = 0 temos que
v(p) = 0. Portanto ¢ nao pode ser um teorema de P, pela correcao de P
com relacao a esta seméantica. O

Um motivo 6bvio na falha de P para axiomatizar a LPC é a auséncia
de axiomas e regras governando o simbolo primitivo f da linguagem de P.
Um fato intuitivo bésico com relacao a axiomatizagao de sistemas légicos é
que deveriamos colocar regras e axiomas para cada conectivo declarado na
assinatura, caso contrario nos vemos expostos a fenémenos de incompletude
como o que acabamos de apresentar.

Mas as coisas nao sao tao faceis, e mesmo colocando axiomas que repre-
sentam as inferéncias béasicas de uma légica intuitivamente suficientes para
gerd-la, podemos ter surpressas. Mostraremos a seguir uma extensao de P
acrescentando alguns axiomas para a constante f e para a negagao derivada
- := (¢ = f), que ainda resultara ser incompleta. A prova de incomple-
tude é andloga a prova da Proposicao 3.6.4, mas agora utilizaremos uma
semantica trivalente, isto é, com trés valores de verdade.

Defini¢do 3.6.5. O sistema Pt definido sobre L(C*) é a extensdo de P
obtida pelo acréscimo dos seguintes axiomas a P (onde —¢ denota ¢ = f):

(Ax4) f= ¢

(Ax5) o= (- =)
(Ax6) ——p = ¢
(AxT) @ = =

(Ax8) —p Vo
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Primeiro de tudo, observemos que os acréscimos feitos ao sistema P sdo
classicamente corretos.

Proposicao 3.6.6. O sistema P' € correto com relacdo a semantica cldssica
de valoragoes v tais que v(f) = 0.

Demonstracao: Imediata. O

Para provar a incompletude de P* com relacdo & seméantica classica intro-
duzimos uma semantica alternativa para o sistema, tal que PT é correto
com relacao a essa semantica; porém, essa semantica nao valida uma certa
tautologia classica.

Definigao 3.6.7. Seja 3 = {0, %, 1}. Uma valoracdo* para P™ é uma funcao
v: L(C*%) — 3 tal que:

1. v(f) = 0;
2. v(p V) =U(v(e),v(¥));
3. v(p =) = (v(p),v(¥)),

onde U : 32 — 3 ¢ 3: 32 — 3 sdo as funcoes de verdade definidas pelas
matrices abaixo.

U [1]%/570 a1t ]0
111 ]1 1 [1]0]o0
ol1]l o |0 ol 1
0 [1] 00 0111

(Aqui, o primeiro argumento das fungdes Ll e 1 é dado pela primeira coluna
de cada matriz, e o segundo argumento vem dado pela primeira linha de cada
matriz; por exemplo, :I(%, 1) =1.) A nogao de conseqiiéncia semantica =,
é definida como segue: I' =, ¢ se, para toda valoracao® v, se v(y) = 1 para

toda v € I, entao v(p) = 1.

Note que a tabela-verdade para a negacao —p := J(p,0) é a seguinte:
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p |—p
1 0
1/2 1
0 1

Proposicao 3.6.8. O sistema PT ¢ correto com relacdo & semdntica de
valoracoes® da Definicdo 3.6.7.

Demonstracao: Uma verificagdo rotineira, que deixamos como exercicio
para o leitor. O

Proposicao 3.6.9. O sistema PT ndo é completo com relagio a semantica
de valoragoes cldssicas.

Demonstragao: A férmula ¢ = (pg = pp) é uma tautologia cldssica, porém
nio é uma tautologia com relacdo & semantica de valoracdes* para P in-
troduzida na Defini¢do 3.6.7. Com efeito, qualquer valoragao® v tal que
v(po) = % produz v(yp) = %, portanto [~. ¢. Pela Proposigao 3.6.8 temos
que p+ . Logo, PT nao é uma axiomdtica completa para a LPC. 0

Como conseqiiéncia imediata da prova da Proposicao 3.6.9 obtemos que P
nao satisfaz o Teorema da Dedugao: com efeito, temos que py Fp+ po, porém
Fp+ (Po = po). O mesmo fendmeno acontece com a relagao de conseqiiéncia
semantica |=,.

3.7 Exercicios

1. Prove o Teorema 3.2.6.
2. Prove o Lema 3.2.8.

3. Seja S um sistema axiomatico definido sobre uma assinatura C' que
contém (entre outras coisas) um conectivo bindrio ¢ € C3. Suponha
que existe uma relagdo de conseqiiéncia semantica = determinada por
um conjunto de valoragoes v : L(C) — 2 tal que as seguintes pro-
priedades sao satisfeitas, para todo conjunto I' U {p, ¢} C L(C):

(a) Se I' = ¢ entao existe I'g C T finito tal que I'y = ¢;
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(b) Se T, 0y = ¢ entio T = e(t, 0);
(c) Se I' ks ¢(v, @) entao I', ¢ s ¢;

(d) Se = ¢ entao Fs .

(i) Prove que S satisfaz a completude forte: se I' = ¢ entao I' ks .
(ii) Enuncie condigbes andlogas para provar a correcao forte de S a

partir da corregao fraca de S. Usando essas condi¢bes, demonstre a
correcao forte de S a partir da correcao fraca de S.

. Mostre que os axiomas do sistema M sdo tautologias, e que a regra
de Modus Ponens preserva tautologias. Prove a seguir o Teorema da
Correcao Fraca de M.

. Usando o sistema M prove, para cada férmula ¢, ¥ e v, o seguinte:

. Mostre que os sistemas PC e CR sao equivalentes.

. Mostre que no sistema PC todos os axiomas e regras sdo independentes
(i.e., retirando-se algum axioma ou regra o sistema nao é mais com-
pleto).

Sugestdo: use tabelas trivalentes “esdrixulas” que modelem todas as
regras menos uma delas.
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8.

10.

Considere o sistema axiomdatico My escrito na linguagem Prop,, for-
mado pelos seguintes axiomas e regras de inferéncia:

(Axioma 1) o= (Y =9)
(Axioma 2) (= W=7)=(¢=1v)=(p=17)
(Axioma 3) Y =

e =9

(Modus Ponens) v

Provar que My é correto com relacao a semantica de valoracoes cldssicas,
mas nao é completo.

Sugestao: use tabelas trivalentes que validem os axiomas e a regra de
inferéncia de My, mas que nao validem a féormula ¢ = ——.

A partir das axiomas do sistema PC prove as seguintes propriedades
da relagao de conseqiiéncia sintética (a relacdo de conseqiiéncia que
satisfaz estas propriedades é uma simplificacao do Método de Deducdo
Natural que estudaremos no Capitulo 4):

Regras de introducao de conectivos:

(a) SeT',poF ¢y entao T'F o = 9

(b) ¢ ¥ F Ay

(c) VY e pEpVY

(d) SeT,pkF1el,¢F =) entao
'k =p

Regras de eliminacao de conectivos:

(a) g, o=
(b) pAYFp e AP
(c) SeT', ot ~vyel,¥F v entao
FipVyky
(d) ko
Um operador de conseqiiéncia de Tarski é uma operacgao entre conjun-
tos de férmulas Cn : p(L(C)) — o(L(C)) satisfazendo as seguintes
propriedades:
(a) X C Cn(X);
(b) X CY implica Cn(X) C Cn(Y);
(¢) Cn(Cn(X)) = Cn(X).
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11.

12.

13.

Mostre que Cn(T') = {¢ € L(C) : T ks ¢} é um operador de con-
seqiiéncia, para todo sistema axiomético S. (O leitor interessado no
estudo da légica através de operadores de conseqiiéncia pode consul-
tar o livro [14].)

Demonstre o Teorema da Eliminagao do corte para CR.
Sugestao: use inducao na complexidade das demonstracoes. Suponha
que a regra (Corte), na forma

I ¥ T, P

T
foi a ultima a ser usada numa demonstracao. Mostre entao, por
indugao na complexidade de ¢, que (Corte) pode ser eliminada:
(i) Para ¢ atomico, conclua que ¢ € T' e =¢p € T logo (Corte) é
desnecessaria.
(ii) Para ¢ da forma —), use a hipdtese de indugao.
(iii) Para ¢ da forma g V 1 mostre que se Fcr T', =(¢p V ¢1) entao
Fer T, —po e Fer T, m1. A partir dai, use a hipdtese de inducao.

Prove o Teorema da Interpolagao 3.5.3.
Sugestao: Mostre que cada item a seguir é valido e que o procedimento
resolve o problema:

(a) Pelas hipdteses do teorema, temos que Var(pi) N Var(ys) # 0
(use a Proposigao 2.2.4).

(b) Tome I' = {¢p : Var(y)) C Var(e1) N Var(p2) e E p1 = ¥}
Entao I' é consistente.

(c) Temos que I' = 9 (use o fato que, se I' j£ ¢o entao I' U {—pa} é
consistente, e dai derive uma contradigao a partir das hipdteses).

(d) Existe I'g finito contido em I" tal que I'y |= 2.

(e) ¢ = ATy (i.e., a conjuncao dos elementos do conjunto finito I'y)
satisfaz a conclusao do teorema.

Prove a Proposicao 3.6.8.
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Capitulo 4

Outros Métodos de Prova

Analisaremos neste capitulo trés métodos alternativos de prova em sistemas
formais. O primeiro deles, o método de tablds, esta baseado na andlise das
férmulas (ao contrario do método axiomatico introduzido anteriormente, no
qual cada prova é uma sintese obtida de provas anteriores).

O método analitico tem vantagens do ponto de vista metamatemaético,
as quais nos referiremos, embora seja equivalente ao método axiomatico
tradicional conhecido como “hilbertiano”.

O segundo método, denominado deduc¢ao natural, estd baseado em re-
gras de introdugao e de eliminagdo de conectivos. A elaboracao de provas
seguindo estas regras visa simular, de certa maneira, o raciocinio de um
matematico ao provar teoremas, dai o nome do método. Este método re-
sulta ser equivalente ao método axiomatico.

Finalmente descreveremos o método de sequentes, formado também por
regras de introducgao e de eliminacao de conectivos, e cujos objetos, os se-
quentes, sao pares de conjuntos de férmulas no lugar de férmulas. O método
é equivalente ao método axiomatico.

Desta maneira, neste capitulo sao apresentadas trés alternativas de método
de prova para a légica proposicional classica, sendo que apenas o método de
tablos sera estudado com algum detalhe.

As defini¢oes notacionais relativas a conjuntos de férmulas (por exem-
plo, I', ¢ denotando o conjunto I' U {¢}, etc.) introduzidas anteriormente,
aplicam-se também neste capitulo.
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4.1 O Método de Tablos

Introduzimos nesta secio o método de tablos,! introduzido por Beth (cf. [1])
e aperfeicoado por Hintikka (cf. [7]) e Smullyan (cf. [13]). Como foi men-
cionado anteriormente, este é um método analitico, isto é, baseia-se na
andlise ou decomposicao das féormulas, em contraposicao ao método ax-
iomético (do tipo sintético) introduzido no capitulo anterior.

4.1.1 Descricao do método

Esta subsecao é dedicada a descrever o método de tablos, introduzindo as
regras do sistema e os conceitos bésicos para analisar o método. A linguagem
proposicional que utilizaremos para o calculo de tablos é Prop.

Definicao 4.1.1. Introduzimos as seguintes regras de analise:

V
(Ry) Po VvV p1
Po | p1
(R V) _‘(po\/pl)
—Po, 7P1
—\—|p0
R
(R--) .

Chamamos configura¢do a um conjunto finito de conjuntos de formulas.
Seja ¥ um conjunto de férmulas (finito ou nao). O resultado da aplicagao de
uma regra de andlise a ¥ é uma configuragdo {A} (no caso de Ry e R.-)
ou uma configuragao {A, As} (no caso de Ry ), obtida da seguinte maneira:

e se X édaformal,pViyentdo Ay éT,pe Ny éT,9 (em Ry);
e se ¥ é da forma I', =(p V) entdo A é da forma I', ¢, =) (em R-y);
e sc ¥ ¢ da forma I', =~ entdo A é da forma I', ¢ (em R_-).

Note que, dado um conjunto 3, é possivel aplicar diferentes regras nele,
assim como aplicar a mesma regra de maneiras diferentes. Por exemplo, se
Y ={eV,~(yV),y vV} entdao podemos aplicar em I' a regra Ry de

! Adotaremos os neologismos “tablé” e “tablés” para os termos franceses tableau e
tableauz, respectivamente.
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duas maneiras diferentes: aplicd-la com relacdo a ¢ V ¥ ou com relagao a
~' Vv ¢§'. Também podemos aplicar a regra R—,, com relagdo a —(y V d).

Seja C = {¥1,¥9,...,%,} uma configuragdo. O resultado da aplicag¢ao
de uma regra de andlise a C é uma nova configuragao C' = (C — {%;}) U
{Ai, Ay} (i1 e i possivelmente iguais) onde {A;,,A;,} é o resultado da
aplicagao de alguma regra de andlise a ¥; (para algum i < n).

Um tablé é uma seqiiéncia {Cy, }nen (possivelmente estacionaria) de con-
figuragdes tal que C,41 = C, ou C,y1 é obtida de C, por aplicacao de
alguma regra de andélise, para todo n € N.

Um tablo para um conjunto 3 é um tabloé {C,}nen tal que C; = {3}.

Um conjunto de férmulas 3 é fechado se existe uma férmula ¢ tal que ¢
e —p pertencem a X; uma configuracao € fechada se todos seus elementos o
forem, e um tablo {C,}nen € fechado se existe n € N tal que C,, = C,, para
todo m > n, e C, é fechada.

O caso nao-fechado (em qualquer dos itens acima) é dito aberto.

Finalmente, dizemos que um tablo estd terminado (ou € completo) se
uma das trés possibilidades acontece:

1. o tablo é fechado; ou

2. o tablo e aberto, nao estaciondrio (isto é, para todo n existe m > n
tal que C,,, # Cy; ou

3. o tablo é aberto, estacionario (isto é, existe n tal que, para todo m > n,
Cm = Cy), e ndo é possivel aplicar uma regra na configuracio C,.2

Observe que, se Y é um conjunto finito de férmulas, entdao todo tablo
terminado para ¥ é finito, isto é, deve terminar (aberto ou fechado) em
finitos passos, sendo sempre estacionario. No caso da légica de primeira
ordem, veremos que nem sempre este é o caso.

Para facilidade de notagao, podemos denotar tablos utilizando arvores.
Introduzimos a seguir os conceitos relativos a arvores.

Definig¢ao 4.1.2. Uma drvore (enraizada) é uma estrutura A = (| A, R) tal
que |A| é um conjunto nao vazio, e R C | A| x | A| é uma relagao satisfazendo
as propriedades seguintes:

1. Existe um tnico r € |A| tal que

(a) ndo existe x € |A| tal que zRr?

2Isto significa que os elementos abertos de C,, sdo conjuntos de literais.
3Se (z,y) € R escreveremos zRy.
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(b) se y € |A|, y # r, entao existe um tnico z € |A| tal que zRy.
2. R nao possui ciclos, isto é, nao existem z1,...,z, em |A| tais que

l’lRl'QR e Ranxl.

3. R nao possui descensos infinitos, isto é, nao existe uma sequéncia
{Zn}nen em |A] tal que

-+ xpRz, 1R - RzoRzy.

Os elementos de |A| sdo chamados de nds, e o n6 r da primeira cldusula
é chamado de raiz. Se zRy diremos que y é um sucessor de x, e x é o
predecessor de y. Um nd sem sucessores é dito um nd terminal. Uma arvore
é finitamente gerada se cada né tem finitos sucessores. Se cada né tem no
maximo dois sucessores, a arvore é dita diddica.

A figura a seguir é uma representacao de uma arvore finitamente gerada,
nao diadica.

X
e
SN,

AN

Definigao 4.1.3. Seja A = (| A|,R) uma éarvore com né raiz r.

1. Uma seqiiéncia finita 1 - - - x,, em |A| é um ramo finito de A se x1 = r,
Ty € terminal e z;Rx;41 paratodo1 <i¢<n—1.

2. Uma seqiiéncia infinita {x, }neny em |A| é um ramo infinito de A se
x1 =1 e x;Rx;41 para todo ¢ > 1.

3. Um ramo de A é um ramo finito ou infinito de A.
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Observagao 4.1.4. Um tablé pode ser representado por arvores diddicas.
Assim, cada né é um conjunto de férmulas, e as regras de andlise produzem
sucessores da maneira seguinte: (Ry) produz dois sucessores,

IRNGRVRT

7N

Ly L4

enquanto que (R-y) e (R--) produzem um unico sucessor, respectivamente.
Fvﬂ(ﬂp\/w) Fa_‘_'tp

Fa P, _"(7[) Fa@

E facil ver que existe uma correspondéncia biunivoca entre sequéncias
de arvores construidas de acordo com as regras de analise e tablos.

(i) Dado um tablé C;Cq - - C,, - -+ definimos uma seqiiéncia de érvores
AtAg - Ay -

da maneira seguinte:

1. A; é a arvore com apenas um né (raiz) X, se C; = {X}. Note que os
elementos da configuragao C; s@o os nds terminais da drvore Aj.

2. Suponha que a arvore A, foi construida a partir da configuracao C,
tal que os nds terminais de A,, sdo exatamente os elementos de C,.

(a) Se Cp41 é obtido de C,, substituindo um elemento X' de C,, pelo
elemento A (resultado da aplicacdo da regra (R-y) ou (R--))
entdo definimos a drvore A,y como sendo a arvore 4, com o
acréscimo do né A como sucessor de ¥’. Note que os elementos
da configuragao C,11 sdo os nés terminais da arvore A, 41.

(b) Se C,4+1 é obtido de C,, substituindo um elemento ¥’ de C,, pelos
elementos A, Ay (resultado da aplicacao da regra (Ry)) entao
definimos a arvore A,,+1 como sendo a arvore A,, com o acréscimo
dos nés Ay e Ay como sucessores de Y. Note que os elementos
da configuracao C,,4+1 sao os noés terminais da arvore A, 1.
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(ii) Considere uma seqiiéncia de arvores AjAs--- Ay -+ cujos nds sao con-
juntos de férmulas tal que Ay consiste de um tnico né X e, para cada n, a
arvore A,1 é obtida da arvore A,, pela aplicacdo de uma regra de analise,
como indicado na Observacao 4.1.4. Definimos um tablo

CiCy---Cpe-
da maneira seguinte:

1. ¢4 = {¥}. Note que os elementos da configuracdo C; sao os nés
terminais da arvore Aj.

2. Suponha que C;Cs - - - C,, é um tablo que foi definido a partir da seqiiéncia
de arvores A1 As - - - A, tal que os nés terminais de A; sdo exatamente
os elementos de C; (1 < i < n). Definimos C, 1 a partir de A, da
maneira seguinte:

(a) Se aplicamos (R-y) ou (R--) num né terminal ¥’ de A,, obtendo
um sucessor A de ¥/ em A, 11, entdo definimos C,, 11 como sendo
a configuracao obtida de C,, substituindo ¥’ por A. Note que os
nés terminais de A;,4+1 sdo exatamente os elementos de Cp1.

(b) Se aplicamos (Ry/) num né terminal ¥’ de \A,, obtendo dois suces-
sores Aje Ay de ¥ em A,,11, entdao definimos C, 1 como sendo
a configuracgao obtida de C,, substituindo ¥/ por A; e As. Note
que os nds terminais de A, 11 sdo exatamente os elementos de
Chti-

Por exemplo, considere o seguinte tablé C;CoCs e a seqiiéncia de arvores
correspondente:
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Elzr,—\((p\/lb)\/go Clz{zl} 1

Yo=T,-(pVey) dg=T,¢0 Cy={¥s, X3} ¥
Y9 3
Yyp=T,=p, 0 Cs = {X4, 23} ¥
P 23
Yy

Dada a equivaléncia entre tablos e seqiiéncias de arvores geradas pelas re-
gras analiticas, podemos falar em ramos abertos e ramos fechados de um
tablo estacionério terminado em, digamos, n passos. Se ¥/ € C, é aberto,
entao dizemos que X' é um ramo aberto do tablo. Caso contrario, ¥’ é um
ramo fechado do tablo. Esta denominacao é justificada se consideramos a
arvore A, associada a C,: os elementos de C,, sdo os nds terminais (que
caracterizam os ramos) da arvore A,

Definigao 4.1.5. Dizemos que I' deriva ¢ analiticamente se existe um tablo
fechado para o conjunto I', —¢; denotamos tal fato por I' 7 . Dizemos
que ¢ é um teorema obtido analiticamente se existe um tablo fechado para
{—¢}) (isto é, se ¢ se deriva do conjunto vazio).

Observe que o método de tablos é um método de refutacao: para tentar
provar que a férmula ¢ é vélida, supomos que ela pode ser falsa, isto é,
partimos de —p. Analogamente, para provar que ¢ segue logicamente de I,
supomos que é possivel ter simultaneamente I' e —p.

Para esta nocao de deducao valem também as propriedades da relacao
de derivabilidade cldssica (correspondentes ao Teorema 3.2.6):

Teorema 4.1.6. Temos as sequintes propriedades:
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(a) pFr @

(b) Se Fr ¢ entio I' Fr ¢

(c) Se p €T entao T Fr ¢

(d) SeI'Fr o eI’ C A entao Abr ¢

(e) T b7 ¢ see existe Ty CT', Ty finito, tal que To Fr ¢

Demonstragao: (a) Existe um tablé fechado para {¢, —¢}, esquematizado
como uma arvore de um sé né: {p, —p}.

(b) Se existe um tablo fechado para {—p}, entdao existe um tablo fechado
para I' U {—¢} (basta acrescentar I' a cada né da arvore de {—¢}).

(c) Idem (a).

(d) Idem (b).

(e) Se existe um tabld fechado para I' U {—¢}, este tablo consiste numa
arvore finita, onde as regras foram aplicadas um nimero finito de vezes.
Basta selecionar as férmulas nas quais as regras se aplicaram e temos um
conjunto I'g finito tal que ') C T e I'g Fp . A reciproca usa a parte (d). O

Daremos a seguir alguns exemplos de deducgoes analiticas, utilizando

arvores para visualizar melhor as dedugoes. Denotamos os ramos fechados
por .

Exemplo 4.1.7. Fr ¢ = (¢ = ¢). Iniciamos uma arvore com —(¢ =
(1 = ¢)) e mostramos que se produz um tablé fechado.

(= V(= V@)

==, (= V@)

—\—\('07 —|—|¢, _'90

*

(o ramo fecha em virtude da ocorréncia de =—p e —p. AN
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Exemplo 4.1.8. oV, ) 7 .

pV % _'wa '
2 _'wv ' wa _'1/)7 -

* *

A
Exemplo 4.1.9. ¢ = ¢, = ) Fr —p.
=V, mp Vo, mop
—p, T VoY, e Y, 2V oh, mmp
* P, mp, e Y, =Y, 7o

A

Note que ndao demonstramos todas as propriedades do Teorema 3.2.6; por
exemplo, para demonstrar que se I' -1 ¢ e ¢ F7 9 entao I' k¢ 9 precisamos
provar uma propriedade mais forte da relacao k7 , a saber, o andlogo para
tablos da regra de modus ponens.

Na verdade, precisamos provar uma espécie de contraparte do famoso
teorema de Eliminacao do Corte de Gentzen (veja o Teorema 4.3.4), para
que possamos introduzir a regra de corte no sistema analitico:

Ezxistem tablos fechados para 'y e I',—p see existe um tablo
fechado para T'.

Apés a introducao desta propriedade, poderemos provar a completude
do método analitico e sua equivaléncia com o método hilbertiano. A demon-
stracao deste teorema nao é simples, e sera feita na proxima subsecao.

Finalizamos esta subse¢ao com o estudo de regras derivadas.
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Definicao 4.1.10. Seja I' C Prop. Dizemos que I' é T-inconsistente se
existe um tablo fechado para I'.

Definicao 4.1.11. Uma regra derivada é uma regra analitica de um dos
seguintes tipos.
a) uma regra derivada tipo bifurcagdo consiste de dois pares da forma

Tu{eh,TUu{ei}) e (TU{p}TU{p2})
tais que I é finito, e:

1. ¢1 e w2 (ndo necessariamente distintas) sao subférmulas de complexi-
dade estritamente menor do que a complexidade de ¢, e

2. T'U{p, p1, w2} é T-inconsistente.

Denotamos uma regra derivada desse tipo por

» P

caso contrario.

e
= 7~ _ S€ 1 7& Y2, €
L o1| T o L, o1

b) Uma regra derivada do tipo linear é um par da forma (TU{p}, TU{¢1, p2})
onde I' é finito, e:

1. ¢1 e p2 (ndo necessariamente distintas) sao subférmulas de complexi-
dade estritamente menor do que a complexidade de ¢, e

2. TU{p,~p1} e T U{p,—p2} sdo T-inconsistentes.

Denotamos uma regra desse tipo por

Ly |7 ..
T o o 5S¢ ¥t #+ 9, € T caso contrario.
y P1, P2 » P1

Exemplo 4.1.12. As seguintes sdo regras derivadas:

V
1. Todas as regras do sistema PC. Por exemplo PO VPO ¢ yma regra

Po
derivada pois {pp V po} U {—po} é T-inconsistente; de fato,

Po V Po, TPo

T

Po, 7Po Po, 7Po
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Po=Dp

2. ! porque {—pg V p1, 7"—po, p1} € T-inconsistente.
—po|p1
—(po =
3. 2o = p1) (exercicio).
Po, 7P1
AN
4 DOOPL (exercicio).
Po, P1
- VAN
5. 2(po A1) (exercicio).
—po|—p1

A

Podemos mostrar que as regras derivadas podem ser usadas livremente
sem alterar o sistema analitico de provas.

Como deveriamos esperar, os sistemas sintético e analitico sao equiva-
lentes, no seguinte sentido:

Para todo T U {p}, T Fp ¢ see T Fpc p.

A prova dessa equivaléncia sera feita na proxima subsecao.

Acabamos de ver outra maneira, sintdtica, de verificar se ¢ é ou nao um
teorema, obtida diretamente do método analitico: pelo fato que os tablos
tém a chamada propriedade da subférmula, isto é, cada regra produz somente
subféormulas das anteriores, e considerando que o nimero de subférmulas de
uma férmula proposicional é finito, obtemos que todo tablé para um conjunto
finito de férmulas em Prop termina (fechado ou nio) em finitos passos.? Se
termina fechado, digamos para I', =, entao I' -7 ¢; caso contrério, I' /1 .
Um dos grandes problemas da Teoria da Computacao é saber se existem
ou nao métodos mais eficazes que estes dois métodos descritos acima. Tal

~ T ? .
questao, como veremos, esta ligada ao problema P = NP, um dos mais
dificeis problemas da computacao tedrica.

4.1.2 Equivaléncia do Sistema de Tablos com o Sistema PC

Para provar a equivaléncia entre o método analitico e o método hilbertiano,
precisamos primeiro provar o seguinte resultado, que estabelece uma espécie
de reciproca do teorema de eliminagao do corte dos sistemas de deducao
natural.

4Veremos no Capitulo XXX que esta propriedade nido é mais vdlida nos tablos para a
légica de primeira ordem (dado que esta légica é indecidivel).
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Teorema 4.1.13. (Introdugio do Corte) Os conjuntos T',p e T',=p sdo
T-inconsistentes see o conjunto I' € T-inconsistente.

Demonstragao: (<) Se existe um tabld fechado para I', é claro que exis-
tem tablos fechados para quaisquer A, onde I' C A, e em particular para
Fipel, —p.

(—) Suponhamos que existam tablos fechados para I', ¢ e T', 7. Demon-
stramos entao, por inducao na soma das complexidades de ¢ e =@, que existe
também um tablo fechado para I'.

Caso 1: ¢ é atomica. Dado que ¢ é atomica, entdo nao existem regras
analiticas aplicaveis a ¢, portanto um tablo terminado para I' é idéntico a
um tablo terminado para I', ¢, com a tnica excecao que @ serve para fechar
todos os ramos abertos (se houver) do tablo para I' (lembre que I', ¢ é T-
inconsistente). Daqui inferimos que —¢ ocorre em todos os ramos abertos de
um tablé terminado para I'. Dado que —¢ também nao pode ser utilizado
nas regras analiticas (porque é um literal), e dado que I', —¢ também é T-
inconsistente, pelo mesmo argumento vemos que ¢ (ou == e, a posteriori,
¢) deve ocorrer em todo ramo aberto (se houver) de um tablo terminado
para I'. Ou seja, se houver um ramo aberto num tablo terminado para I,
entao o ramo deve conter simultaneamente ¢ e -y, uma contradigdao. Por-
tanto existe um tablo fechado para I' (qualquer tablo terminado).

Caso 2: Se ¢ é da forma —1p, e I', =1 e I', =) sdo ambos T-inconsistentes,
entao I',1 é T-inconsistente, usando a regra (R--). Como I(¢)) + (=) <
[(=)+1(——), por hipdtese de inducao concluimos que I' é T-inconsistente.
Caso 3: Se ¢ é da forma Vv, e, Vyel, (V) sao T-inconsistentes,
entao I', 1), =y é T-inconsistente (usando (R-y)) e ', ¢ e I', y sdo T-inconsis-
tentes (usando (Ry)). Pelo Teorema 4.1.6(d) inferimos que T', v, —y é T-
inconsistente. Devido ao fato que I', ~, =y é T-inconsistente obtemos que
I', = é T-inconsistente, por hipétese de indugao. Portanto, como I', =y e
I',~v sao T-inconsistentes, concluimos por hipdtese de inducao que I' é T-
inconsistente. O

Com este resultado, podemos agora provar a primeira metade da equi-
valéncia entre os métodos de prova analitico e hilbertiano.

Teorema 4.1.14. Para todo T'U{p} C Prop, se I'Fpc ¢ entao T Fp .

Demonstragao: Por indugao no comprimento n de uma prova em PC de ¢
a partir de I'. Se n = 1 temos dois casos para analisar:

Caso 1: Se ¢ é uma instancia = V ¥ do axioma de PC. A &rvore abaixo
mostra que I' U {—(—% V ¢)} é T-inconsistente:
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L, _'(_'Q;Z) \ ¢)

L, ==, =

*

Caso 2: Se p € I'. Entao I' U {—¢} é claramente T-inconsistente.

Suponha o resultado véalido para toda férmula que admite uma prova
em PC a partir de I' em n passos, e seja 1 - - @n+1 = ¢ uma prova em PC
de ¢ a partir de I'. Pela hipétese de inducao, I' -7 ¢; para todo i < n.
Vamos mostrar que I' -7 ¢. Devemos analisar um a um todos os casos que
permitiram colocar ¢, 11 (isto é, ¢) na seqliéncia.

(a) Se ¢ é uma instancia do axioma de PC, ou ¢ € I". A prova é como acima.
(b) Se ¢ foi obtido de ¢; (para algum 1 < i < n) pela regra de expansao
(exp). Logo ¢ = ¢; V ¢ para alguma 1. Por hipétese de inducado I', —p; é
T-inconsistente; logo temos que I', —;, 71p é T-inconsistente. Dai conclui-
se que existe um tabld fechado para I', =(p; V 9), bastando aplicar a regra
(R-v) em primeiro lugar obtendo I', =p;, =1 , e depois desenvolver um tablo
fechado para esse conjunto.

(c) Se ¢ foi obtido de ¢; (para algum 1 < ¢ < n) pela regra de elim-
inagao (elim). Entao ¢; = ¢ V ¢. Por hipétese de indugao I',=(¢ V ¢) é
T-inconsistente, e pela regra (R-y) I', 7p é T-inconsistente.

(d) Se ¢ é obtido pela regra (assoc), a prova é analoga.

(e) Se ¢ é obtido de p; = ¥ Vv, p; = =V J (para algum ,j < n) pela
regra de corte, tal que ¢ = vV §. Por hipétese de indugao T',—(1p V )
e I'y=(—1 Vv §) sao T-inconsistentes, logo I', =), =y e I', ==, = sdo T-
inconsistentes. Daqui obtemos que I', =), =y, =6 e I', ==, =y, =6 sao T-
inconsistentes. Pelo Teorema 4.1.13, I', =y, = é T-inconsistente, portanto
I', (v Vv §) é T-inconsistente. O

Para completar a prova da equivaléncia do método analitico com o
método hilbertiano, precisamos de um resultado prévio.

Definicao 4.1.15. Uma configuracao C = {I'y,...,I',} é satisfativel se
algum I'; foi satisfativel.

Lema 4.1.16. Se A é T-inconsistente entdo A nao é satisfativel (isto é,
ndo existe uma valora¢ao v tal que v(0) = 1 para toda § € A).
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Demonstragao: Provaremos primeiro o seguinte
Fato: Se C = {I'y,...,I',} é uma configuragao satisfativel, e C’ obtém-se
de C por aplicacao de alguma regra de tablo, entao C' é satisfativel.

Com efeito, C" = C"U{A;, Az}, com C" = C—{I';} (para algum 1 < i <
n)e {A1, As} é oresultado de aplicar uma regra analitica a I'; (possivelmente
A; = Ay). Seja v uma valoracao que satisfaz algum elemento I'; de C. Se
I'; pertence a C” entdo v satisfaz C'. Caso contrério, v satisfaz I';. Temos
trés casos para analisar, correspondentes as trés regras analiticas:

Caso 1: SeT; é T, o V1. Entdo Ay =T, p e Ay =T,1. Neste caso, dado
que v(p V1) = 1 entao v(p) =1 (em cujo caso v satisfaz A1) ou v(¢p) =1
(em cujo caso v satisfaz As). Em ambos os casos temos que v satisfaz C'.
Caso 2: SeI'; é I',=(p vV ¢). Entdo Ay = Ay = I',=p,—. Dado que
v(=(p V1)) =1 entao v(e V) =0, logo v(p) = v(y)) = 0 e entao v(—yp) =
v(—p) = 1. Dado que v(y) = 1 para todo v € T" (pois v satisfaz I';) entao
obtemos que v satisfaz A1, logo v satisfaz C'.

Caso 3: SeI'; é I',~—p. Entao A1 = Ay =T, p. Como antes, vemos que v
satisfaz Aj, portanto v satisfaz C'. Isto prova o Fato.

Suponhamos entao que A é T-inconsistente. Portanto existe um tablo
fechado C1Cy - - - C,, para A. Logo, C; = {A} e C;41 é obtido de C; aplicando
alguma regra de tablo (1 < i <n—1). Se A fosse satisfativel entao C; seria
satisfativel, portanto, pelo Fato, cada configuracao do tablo fechado para
A (incluindo C,,) seria satisfativel, contradi¢ao. Isto mostra que A é insa-
tisfativel. O

Teorema 4.1.17. Para todo T'U {p} C Prop, se I' Fr ¢ entao I' Fpc .

Demonstracgao: Se I' by ¢ entao I' U {—¢} é T-inconsistente. Logo, pelo
lema anterior, I' U {—p} é insatisfativel. Pela Proposi¢ao 3.4.10 temos que
I' E ¢, portanto I' Fpc ¢, pelo Teorema 3.4.6 de completude forte de PC. [J

Obtemos finalmente a equivaléncia desejada entre tablos e o sistema
axiomatico PC.

Teorema 4.1.18. (Equivaléncia entre Fpc e Fr) Seja T'U {p} C Prop.
Entao I' Fpc p see I Fr .

A partir deste resultado, observamos que todas as propriedades de Fpc
sao herdadas por .

Finalizamos esta secao observando que o método de tablos nos fornece
uma ferramenta para obter modelos de conjuntos satisfativeis. Com efeito,
basta apenas observar os elementos abertos da configuracao final de um
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tablo terminado para um conjunto satisfativel X, obtendo facilmente todos
os modelos de Y. Comecgaremos pelo seguinte lema, cuja prova deixamos
como exercicio para o leitor:

Lema 4.1.19. Seja C uma configuragdo obtida da configura¢ao C aplicando
uma regra de andlise. Logo, se C' € satisfativel por uma valoragdo v entdo
C ¢ também satisfativel pela valoragdo v.

Vamos descrever a seguir um método para obter todos os modelos de um
conjunto de férmulas finito satisfativel ¥ a partir de um tablo terminado
para Y. Seja C;Co---C, um tablé aberto terminado para Y. Considere
agora C, = {X,...,X;}. Como foi observado anteriormente, dado que
o tabld estd terminado, entdao X; = {li,...,lﬁ,i}, sendo que cada l;- é um
literal para cada j =1,...,7; et =1,..., k. Mais ainda, algum 3; deve ser
aberto, porque o tablo é aberto. Sem perda de generalidade, suponhamos
que Xq,...,2, com s < k, sdo os ramos abertos de C,. Veremos que cada
¥; representa uma valoragao v; que satisfaz ¥ (i = 1,...,s). Mais ainda,
toda valoragao que satisfaz ¥ é da forma v; para algum 1 < ¢ < s. Fixemos
1 < i < s, eseja P; o conjunto de varidveis proposicionais que ocorrem
em Y;. Definimos uma fungao v; : P; — 2 tal que v;(p) = 1 se p € %, e
vi(p) = 0 se =p € ¥;. Dado que ¥; é aberto, a fungao estd bem definida.
Seja v; uma valoragéo obtida de v; definindo valores arbitrarios para cada
varidvel proposicional p que nao pertence a P;. Logo v; satisfaz ¥;, portanto
satisfaz C,. Por indugdo em n e pelo Lema 4.1.19, provamos que 9; satisfaz
Y. Logo, cada ¥; nos fornece um modelo (alids, varios modelos, um para
cada extensao v; de v;) de ¥ (i = 1,...,s). Veremos agora que todo modelo
v de ¥ é da forma v; para algum 1 < ¢ < s. Para isso definimos, para

T
cada 1 < i < s, a férmula ¥; = — \/ =l (lembre da notagao estabelecida
Jj=1
em 2.2.13). Observe que v; representa toda valoracao v;, no sentido seguinte:
para cada valoragao v, v(1;) = 1 sse v coincide com v; em P; sse v = ¥;

S
(para alguma possivel extensao v; de v;). Considere ¢ = \/ ;. Logo,
i=1
para cada valoragao v, v(v)) = 1 sse existe 1 < i < s tal que v = v; (para
alguma possivel extensao v; de v;). Provaremos agora que X |= . Para
isso, pelo Teorema 4.1.17 (e pela corregao de PC) basta provar que existe
um tablo fechado para ¥, —1). Para isso, considere o tablo {C;}" ;, onde
C! ¢é a configuragao obtida de C; acrescentando —1) como elemento de cada
elemento de C; (1 =1,...,n). Isto é,

Ci={AU{w} : AeC)
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para cada 1 < i < n. A seqiiéncia obtida é um tablé para X, —. Conti-
nuando o tabld a partir da configuragao C/,, aplicando as regras apenas nos
ramos abertos X} = ;,—) (i = 1,...,s) de C},, observamos que cada um
destes ramos vai fechar apds a aplicagdo das regras de anélise (exercicio
para o leitor). Portanto, existe um tablo fechado para X, - e entao X |= 9.
Logo, se uma valoragao v satisfaz ¥ entao v satisfaz v, sendo portanto da
forma v; para algum 1 < ¢ < s.

A partir destes resultados, obtemos o seguinte:

Proposicao 4.1.20. Seja C1Cy--- G, um tablé aberto terminado para um
congunto finito de formulas . Entao, podemos obter todos os modelos de %
a partir de C,.

Exemplo 4.1.21. Seja ¥ = {—=(pV q) Vs,pVr}, onde p,q,r, s sdo varidveis
proposicionais. Considere o seguinte tablé terminado para ¥ (exibimos ape-
nas a arvore associada com a tultima configuragao do tablo):

“(pVq)VspVr

T

=(pVa),pVr s,pVr

—p, ¢, p\/r

—| ’T

Considere v1, v9, v3 tal que:

A funcio v; fornece as valoragoes o1 e v5; a fungdo ve fornece as valoragoes
v (i=1,...,4); e a funcdo vs fornece a valoragao v3, definidas como segue:
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plg|r
o1 [0]0]1]1
v2[0[0[1]0
os [1[1]1]1
vs [ 1[1]0]1
vs1]0]1]1
v3|1]0]0]1
v3 (0|1 1(1
Estas valoracoes sao todos os modelos de X. A

Gragas a existéncia do método descrito acima para achar todos os mo-
delos de um conjunto de férmulas I' a partir dos ramos abertos de um tablo
terminado para I', e usando o Lema 4.1.16, obtemos o seguinte resultado,
cuja prova deixamos como exercicio para o leitor:

Corolario 4.1.22. Seja I’ um conjunto finito de formulas. Entao todo tablo
terminado para I' € aberto, ou todo tablo terminado para I' € fechado.

4.2 O Método de Deducgao Natural

Nesta secao descreveremos brevemente o método de deducao natural. Este
método, na sua forma atual, foi introduzido por Gentzen em 1934 (cf. [6]), se
bem que existe um precedente de sistema de prova analogo, introduzido por
Jaskowski em 1929 a partir de sugestoes de Lukasiewics nos seus seminarios
em 1926 (cf. [8]).

A ideia do método é reproduzir os processos de inferéncia presentes no
raciocinio intuitivo. Um bom exemplo destes processos sao as demonstragoes
informais em matematica.

As regras do sistema sao de dois tipos: de introdugdo de conectivos e de
elimina¢do de conectivos; assim, cada conectivo (com excegao da constante
f) possui ao menos uma regra de cada tipo, estipulando as circunstancias em
que esse conectivo pode ser introduzido ou eliminado. Uma caracteristica
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importante destes sistemas é que cada derivagao pode ser levada a uma
derivacao em Forma Normal, na qual nao existem passos redundantes. Este
teorema é equivalente ao conhecido teorema Hauptsatz (o teorema de Eli-
minagao do Corte) estabelecido por Gentzen para o calculo de sequentes.
Os sistemas de dedugao natural formam a base de uma importante drea da
légica simbdlica denominada Teoria da prova (Proof Theory). Nesta breve
exposicao apenas apresentaremos um sistema de dedugao natural para a
légica proposicional classica, explicaremos seu uso e ilustraremos o método
com alguns exemplos. Recomendamos para o leitor interessado no tema a
leitura do livro Natural Deduction de D. Prawitz ([11]), que transformou-se
num classico da area.

Definigao 4.2.1. Considere a assinatura C° tal que C§j = {f}, C3 =
{V,A,=} e C2 = () nos outros casos. Denotaremos o conjunto L(C®) por
Sent. O sistema DN de dedugao natural para a légica proposicional classica
consiste das seguintes regras (como sempre, - denota a féormula ¢ = f):

(A]) S:JA;!’ (AE1) 9027’0 (NE2) @y’
[l (Y]
(V1) wiw (VI2) xw (vE) LYY 77 i
[+0]
(=1 (=) £E=0
; [ﬂfcp]

Temos as seguintes restrigoes nas regras de f: na regras (fl) e (f2) a
féormula ¢ é diferente de f e, na regra (£2), a férmula ¢ nao é da forma —y.
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As restrigoes nas regras de f sdo inessenciais, e foram colocadas ape-
nas para simplificar o estudo do sistema. Cada regra consiste de premis-
sas (a parte de cima da barra) e de uma conclusao (a parte de baixo da
barra). Partindo de um conjunto I' de hipdteses, deduzimos conseqiiéncias
das férmulas de I' utilizando as regras, aplicando a seguir as regras nas
conclusoes, obtendo uma arvore invertida em que os nds terminais sao as
hipoteses utilizadas, e 0 né raiz é a férmula demonstrada. A notagao

]
(0

utilizada nas regras (VE), (=I) e (f2) significa que estamos supondo a
existéncia de uma derivacao de v a partir de ¢ como uma de suas hipéteses.
Nesse caso, apds a aplicacao da regra que utiliza

]
(0

entre suas premissas, algumas ocorréncias (todas, algumas, nenhuma) da
premissa ¢ podem ser eliminadas como hipdteses. Assim, o resultado (a
conclusao da regra) nao vai mais depender da premissa ¢, caso todas as
ocorréncias de ¢ como premissa tenham sido eliminadas. Isto reflete a ideia
do Teorema da Dedugao: se I', ¢ - 9 (¢ depende de T, p) entao I' - ¢ = 1
(¢ = 1 depende de I'). Vamos analisar dois exemplos para esclarecer o
método:

Exemplos 4.2.2.
(1) Provaremos que (¢ V1) = v é deduzido em DN a partir do conjunto de
hip6teses {p = 7,1 = ~}. Primeiro de tudo, a seguinte derivacao

p=7 ¥
Y

mostra que v é deduzido em DN a partir de {¢ = ~v,¢}. Analogamente
provamos que 7 é deduzido em DN a partir de {¢) = ~,v}. Juntando estas
duas derivagoes com a hipétese adicional ¢ V ¢ inferimos, aplicando a regra
(VE), a férmula v, podendo descarregar as hipGteses ¢ e 1:

=7 [¢] V=7 [V
v v
v

eV

Isto significa que v é deriviavel em DN a partir de {¢ = v,% = v, V ¢}
Finalmente, aplicando a regra (=1) podemos descarregar a hipdtese ¢ V 1),
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obtendo uma derivacao de (¢ V1) = v em DN a partir de {¢ = 7,9 = ~}.

o= [o]! Y=y [P oV 2
v v )
b,
(pV) =~y

Os numeros (1 e 2) foram colocados para individualizar a regra pela qual
foram descarregadas as hipéteses. Assim, na aplicagao da regra 1 foram
descarregadas as hipdteses marcadas com 1, e na aplicagao da regra 2 foi
descarregada a hipotese marcada com 2.

(2) Provaremos que v = (¢ A ¢) é deduzido em DN a partir da hip6tese
(v = ) Ay = ). A seguinte derivagao em DN prova esse fato:

1 (r=e) AN (y =) 1 (r=e)AN(y =)
[] oy [v] P
® P
eNY .
v = (p A1)

(3) Provaremos que em DN ¢ é derivdvel a partir de ——p, e vice-versa.
Considere as seguintes derivagoes (lembrando que =—p é —p = f):

e [e)t o [~y]
f 3
—1
@ ——p

(4) Provaremos que em DN a férmula —¢ V ¢ é um teorema. Considere a
seguinte derivacao (lembrando que - é ¢ = f):

]!

[~(=p v o))
—pV
T (e Vo))
_‘7@1
PV
f
—2
Vo
Na derivagao acima, o numero 1 indica uma aplicacao da regra (=1), en-
quanto que o numero 2 indica uma aplicagao da regra (f2). A

O sistema DN ¢ correto e completo para a seméantica da légica proposi-
cional classica. Isto é:
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Teorema 4.2.3. Seja I' U {p} um conjunto finito de férmulas em Sent.
Entao existe uma derivagao em DN de ¢ a partir de T sse T' |= .

4.3 O Método de Sequentes

Finalizamos este capitulo com uma répida descricao do método de sequentes.
Este método foi introduzido por Gentzen mas, ao contrario do método de
dedugao natural, o cdlculo de sequentes foi intoduzido por motivos pura-
mente técnicos, nao possuindo qualquer justificativa ou motivacgao filoséfica.
De fato, o calculo de sequentes foi introduzido apenas como um formalismo
apropriado para provar o Teorema de Eliminacao e Corte ou Haupsatz:

The Hauptsatz says that every purely logical proof can be re-
duced to a definite, though not unique, normal form. Perhaps
we may express the essential properties of such a normal proof
by saying: it is not roundabout... In order to be able to prove
the Hauptsatz in a convenient form, I had to provide a logical
calculus especially for the purpose. For this the natural calculus
proved unsuitable.

Gentzen, “Investigations into logical deduction”

Tanto o método de deducao natural quanto o método de sequentes sao a-
tualmente importantes ferramentas para o desenvolvimento e a apresentagao
de sistemas logicos.

A caracteristica principal do método de sequentes é a utilizacdo nas
provas de sequentes no lugar de férmulas.

Definicao 4.3.1. Seja C® a assinatura tal que C§ = {f, t}, CY = {-},
C8 = {V,A,=} e C% = ) nos outros casos. Um sequente (sobre C%) é um
par (I'; A) de conjuntos finitos de férmulas nao simultaneamente vazios. Um
sequente (I'; A) serd denotado por I' = A.

Na assinatura C9, a constante t representa o valor de verdade 1, enquanto
que a constante f representa, como sempre, o valor de verdade 0.

Definicao 4.3.2. O célculo SQ de sequentes para a ldgica proposicional
classica é dado pelas seguintes regras:
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Fr=A¢ Te=A

(ACL')W (COT’te) T A
Lip, = A Fr=A¢ I'= A
F) ——— D
A vy — WD) —F A onu
r A r A r A
(= B) — Ao T,p= (= D) =A%

Ne=v=A

= A,p=19

FLey=A TI¢y=A ' = A,p,¢
E D) —Mm
(VE) vy = A v )F:>A,<p\/w
= A p Ne=A
CHr =2 OO F =2
(FE) I f— A (tD)P:>A,t

Intuitivamente, um sequente v1,...,v, = 01,...,0; denota A;", v b
\/f”:1 9;. Como no caso da dedugado natural, as provas no cdlculo SQ sao
arvores invertidas, cujos nds sao sequentes. Os nds terminais sao instancias
dos axiomas (Ax), (LE) ou (tD), os predecessores sao obtidos pela aplicagao
de alguma regra em SQ, e o né raiz é o sequente a ser demonstrado. Podemos
executar o proceso de derivacao em sentido inverso (backward), comegando
pelo sequente a ser demonstrado e aplicando alguma regra que tenha como
conclusao o sequente sendo analisado, obtendo como sucessor o antecedente
da regra. Continuando com este processo, vemos que as derivagdes em SQ
realizadas no sentido backward sao arvores diadicas.

Exemplos 4.3.3.
(1) Provaremos o sequente o A (V) = (@AY)V (pAvy) em SQ. Considere
a seguinte derivagdo em SQ:
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o, =0, p Ny =1, pNy 0,7 =0, Ny  @©,7y=7,p AP
o0, = AP, p Ny 0, Y= PN, pNY
oYV y= oA, p Ay
PARPVY) = oAb pAy
AW VY) = (P AY)V (A7)

(2) Provaremos a seguir o sequente (9 A1)V (0 Ay) = @A (Y V) em SQ,
mas agora executando as regras em sentido backward. Assim, comecando

pelo sequente a ser demonstrado geramos a seguinte arvore diadica:

(AP)V(pAY) = oA (Y V7)

/ \A2

onde A; e As sdo as seguintes arvores diddicas, respectivamente:

Ay

ONY=pA(pV7)

0, = @A (V)

/\

0, = 0, =Y Vy

0, =1,y
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eANYy=pA(PV7)

0,y = @AW Vr)

T

0,y = o,y =Y Vry

0,y = ¥,y

Evidentemente, invertendo a arvore de derivacao acima obtemos uma derivacao
“genuina” em SQ. Note que poderiamos ter aplicado, no primeiro passo da
construcao da arvore, a regra (VR) no lugar da regra (AE), obtendo outra
arvore de derivacao. A

O célebre teorema Hauptsatz de Gentzen estabelece que a regra (Corte)
¢é redundante e pode ser eliminada:

Teorema 4.3.4 (Hauptsatz). O sistema SQ~ obtido de SQ eliminando a
regra (Corte) é equivalente com o sistema SQ.

De fato, a regra (Corte) foi introduzida por Gentzen apenas para obter
uma func¢ao que transforme derivagoes de DN em derivagoes de SQ. Prova-se
entdo que o sistema SQ (ou, equivalentemente, SQ™) é correto e completo
para a semantica da légica proposicional classica, considerando valoragoes
cléssicas v tais que v(t) = 1. Isto é:

Teorema 4.3.5. Sejam I' = {v1,...,m} e A = {d1,...,0;} dois conjun-
tos finitos de formulas em L(C®). Entdo existe uma deriva¢io em SQ do
sequente T = A sse NI, vi = /', 6.

Coroldrio 4.3.6. Sejam T = {y1,...,7} e A = {d1,...,0,} dois conjuntos
finitos de formulas em L(C®). Entdo existe uma derivacio em SQ~ do
sequente I = A sse NI, vi = V', ;.

Observe que o calculo de sequentes sem cortes SQ~, se executado em
sentido inverso (backward) como no Exemplo 4.3.3, resulta ser um método
de prova analitico, bastante semelhante ao método de tablos.
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4.4

Exercicios

Prove que as regras do Exemplo 4.1.12 sao derivadas.

. Prove o Lema 4.1.19.

Provar o Corolédrio 4.1.22.
Escolha uma férmula arbitraria e calcule sua FND usando tablos.

Provar o seguinte utilizando tablos, deducao natural e sequentes (cal-
cule algumas das derivagoes de sequentes no sentido backward):

(@) ¢V (Y AG)=(p V) A(pVI);

(b) =(p V) = (mep A —);

(©) ~(pAD) = (mp V).
Prove diretamente (sem usar os teoremas de adequagao) que o método
de tablos simula o método de sequentes no sentido seguinte:

se ' = 61,...,0, é um sequente demonstravel em SQ entdo o con-
junto I', =61, ..., 6, é T-inconsistente.
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Capitulo 5

Algebras, Ordens,
Reticulados e Semantica
Algébrica

Neste capitulo estudaremos algumas ferramentas para o estudo da logica
formal, que tem interesse per se, sendo apliciveis a diferentes ramos da
matematica e da computacao: dlgebras abstratas (ou universais), teoria de
ordem e reticulados. A aplicacao que daremos destes conceitos para a légica
proposicional classica consiste na definicao da &algebra de Lindembaum-
Tarski da LPC, uma semantica algébrica extremamente 1til para analisar
certas logicas proposicionais.

5.1 Algebras abstratas

Nesta secao definiremos alguns poucos conceitos bésicos de algebras ab-
stratas (ou universais), necesséarios para discutir as nogdes sobre reticulados
que estabeleceremos posteriormente. Uma excelente referéncia sobre dlgebra
universal é [2].

Notacao 5.1.1. Dados conjuntos X e Y, entdao XY denotara o conjunto de
todas as funcoes f: Y — X.

Observe que XY =0 sse Y Z0e X =0. Se Y = ) entdo X¥ = {0} (a
Unica fun¢ao que existe com dominio vazio e contra-dominio X é o conjunto
vazio de pares ordenados).

Definicao 5.1.2. Seja C' = {C), }neny uma assinatura proposicional. Uma
dalgebra abstrata de tipo C' (ou simplesmente uma dlgebra de tipo C') é um par
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A = (|A], F) tal que |A| é um conjunto nao vazio (o dominio da algebra) e F'
¢ uma funcao F' : |C| — U, ey \A|‘A‘n tal que F'(c) : |A|™ — |Al se ¢ € C),. Se
c € |C| entdo F(c) serd denotado por ¢*. Uma élgebra A ser4 frequentemente
denotada como um par A = (|A|,{Op}nen) tal que O, = {* : c e C,}
para todo n € N. Isto é, cada O,, é o conjunto dos chamados operadores n-
drios de A. Definimos o conjunto de operadores de A como sendo o conjunto

01 = Upen On-

Exemplos 5.1.3.

(1) Se C' é uma assinatura entao A = (L(C'), C) é uma algebra em que ¢
para todo ¢ € |C|. Isto é, os operadores n-arios sao os conectivos n-arios.
(2) Temos que By = (2,{L,M, 3, L}) é uma algebra de tipo C® (veja Defi-
nigao 4.2.1). A

A_ .

Note que no Exemplo 5.1.3(2) escrevemos o conjunto de operadores no
lugar da familia de operadores. Faremos isto com frequéncia, quando o
numero de operadores seja finito e a aridade de cada operador seja dada.

Definicao 5.1.4. Duas élgebras A; = (|A;|, Fi) (i = 1,2) do mesmo tipo C
sao ditas similares. A assinatura C' é o tipo de similaridade de A; (i = 1, 2).

Definicao 5.1.5. Sejam A; = (|A;], F;) (i = 1,2) duas élgebras similares
com tipo de similaridade C. Um homomorfismo h de A1 em As, denotado
h: A; — Ay, é uma funcdo h : |A;| — |Ag| tal que h(cM(ay,...,a,)) =
A2(h(ay),...,h(a,)) paratodon € N, c€ Cp, e ay,...,a, € |A1].

Exemplo 5.1.6. Consideremos novamente a assinatura C° introduzida na
Definicio 4.2.1, lembrando que |C®| = {V,A,=,f} e L(C®) é denotado
por Sent. Considere By como &lgebra de tipo de similaridade C° (Exem-
plo 5.1.3(2)). Lembremos que o conjunto L(C?%) é denotado por Sent. Entao
uma valoracdo classica v : Sent — 2 é um homomorfismo. Da mesma
maneira podemos considerar as valoragdes classicas v : L(C*) — 2 como
sendo homomorfismos, dado que 2 pode ser vista como algebra de tipo de

similaridade C* (i = 1,...,6). A
Definicao 5.1.7. Dada uma algebra A = (|A|, {Oy, }nen) de tipo C e B C |A|
um conjunto nao vazio tal que ¢*(by,...,b,) € B para todon € N, ¢ € C,
e by,...,b, € B, entao dizemos que B (com as operagoes restritas a B) é

uma subdlgebra de A.

Obviamente uma subalgebra de uma algebra A de tipo C é uma &lgebra
de tipo C, portanto similar a A. Se ¢ € C, entdo ¢ = cA|gn tal que

103



Alpn : B* — B é dada por ?|ga(by,...,b,) = A(by,...,b,) para todo
bi,...,bp, € B. Note que, dada uma &algebra A, entao a intersecao dos
dominios de uma familia arbitraria de subalgebras de A é uma subdlgebra de
A (desde que a intersec¢ao seja um conjunto nao vazio). Portanto, dado X C

|A| nao vazio, definimos a dlgebra gerada por X como sendo a subdlgebra
A(X) de A com dominio

JA(X)| = {IA] : A ¢ uma subslgebra e A e X C |A'[}.

Dizemos que X gera A(X). Uma &lgebra A é gerada por X se A = A(X).
Se A é gerada por X e, para toda dlgebra A’ similar a A e para toda
fungao hg : X — |A’| existe um tinico homomorfismo h : A — A’ estendendo
ho (isto é, tal que h(z) = ho(z) para todo x € X), entdo dizemos que A é
livremente gerada por X (com relagdo ao tipo de similaridade de A).

Exemplo 5.1.8. A algebra (L(C'),C) é livremente gerada por V. A

Proposicao 5.1.9. Sejam A; = {|Ai],{O! }nen) (i = 1,2) duas dlgebras
similares, e sejam h; : Ay — Ag dois homomorfismos (i = 1,2). Se Ay é
livremente gerada por X e hy e hy coincidem em X (isto é, hi(x) = ha(x)
para todo x € X ), entdo hy = hs.

Demonstragao: Basta observar que {a € |A| : hi(a) = h2(a)} é uma
subalgebra de A que contém X. O
5.2 Ordem

Nesta secao descreveremos muito sucintamente alguns conceitos béasicos da
teoria de ordem, incluindo as nocoes de reticulados, algebra de Heyting e
algebra de Boole.

A teoria de ordem é uma das estruturas fundamentais da matematica
moderna, como foi reconhecido pelo célebre grupo francés Bourbaki. Con-
ceitos da teoria de ordem sao relevantes em diferentes areas da matematica;
basta mencionar o fundamental Lema de Zorn. Em andlise funcional, por
exemplo, além do Lema de Zorn, sao utilizados conceitos de teoria da or-
dem para definir o importante conceito de rede, que generaliza o conceito de
seqiiéncia, permitindo caracterizar as diferentes topologias de um espaco de
Hilbert em termos de convergéncia (em redes). Por outro lado, o estudo do
reticulado das projecoes numa algebra de von Neumann mostra outra im-
portante aplicagao da teoria de ordem. Conceitos da teoria de ordem (por
exemplo, os reticulados continuos) sdo também utilizados em Ciéncias da
Computacgao.
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Definicao 5.2.1. Seja A um conjunto nao vazio. Uma relacao bindria <
sobre A é uma pré-ordem se ela é reflexiva e transitiva, isto é:

1. a 2 a paratodoa € A; e
2. a <b, b= cimplica a < ¢, para todo a,b,c € A.

Exemplo 5.2.2. Defina em Sent (ver Exemplo 5.1.6) a seguinte relacao:
© 21 sse p =1 (sse p = 1 é uma tautologia). Entdo < é uma pré-ordem
sobre Sent. JAN

Uma pré-ordem nao é necesariamente antisimétrica, isto é: a <beb <a
nao implica em geral a = b. No Exemplo 5.2.2 temos que (p A1) < (¢ A @)
e (Y Ap) 2 (e Ap) mas (p AY) # (Y Ap).

Esa ‘deficiéncia’ nas pré-ordens é evitada exigindo que a pré-ordem seja
antisimétrica, chegando-se assim ao conceito de ordem (parcial):

Definicao 5.2.3. Uma pré-ordem = sobre um conjunto A é uma ordem
(parcial) se < é antisimétrica, isto é: a < b e b < a implica a = b, para todo
a,b € A. Nesse caso diremos que (A, <) é um poset.! Em geral, as relacoes
de ordem serao denotadas por < no lugar de <. Escreveremos a Abea £ b
para indicar que nao é o caso que a = b e que nao é o caso que a < b,
respectivamente.

A ordem é dita parcial porque é possivel ter elementos que nao sao com-
paraveis, isto é, podem existir elementos a,b € A tais que a L be b £ a.

Exemplo 5.2.4. Seja X um conjunto e p(X) o conjunto das partes de X.
Entao a relacio Y < Z sse Y C Z é uma ordem parcial em p(X), isto é,
(p(X), <) é um poset. Se existem a,b € X tais que a # b entao {a} e {b}
sao dois elementos de p(X) que ndo sd@o comparaveis, logo a ordem C é
parcial. A

Se quaisquer dois elementos de um poset sao comparaveis, dizemos que
a ordem é total ou linear. Assim, numa ordem linear (A, <) temos que a < b
ou b < a para todo a,b € A.

Veremos a seguir uma técnica geral para transformar uma pré-ordem
numa ordem parcial.

Proposicao 5.2.5. Se < € uma pré-ordem sobre um conjunto A, considere
a sequinte relagcao sobre A: a ~b ssea = b eb=<a. Entio ~ é uma relagdo

'Em inglés é um acrénimo para “Partial Ordered Set”.
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de equivaléncia em A. Seja A/~ o quociente de A pela relagio =, isto é,
A/~ ={a] : a€ A}, em que [a] = {c€ A : a = c} denota a classe de
equivaléncia de a € A. Considere a sequinte relagao em A/~: [a] < [b] sse
a =b. Entio (A/~,<) € um poset.

Demonstragao: Deixamos como exercicio para o leitor provar que =~ é de
fato uma relacdo de equivaléncia em A. Provaremos agora que a relacao <
sobre A/~ estd bem definida, isto é, a verdade de ‘[a] < [b]’ independe dos
representantes a e b. Assim, suponha que a ~ a; e b = by (isto é, escolhemos
ay € [a] e by € [b] arbitrarios). Entdo a < b implica o seguinte:

a1 2a=xXb=b

portanto a; < b;. Vemos assim que a relacao < esta bem definida. Provare-
mos que < é uma ordem parcial. A reflexividade e a transitividade de <
sao herdadas de <. Suponha que [a] < [b] e [b] < [a]. Entdao a <be b < a,
portanto a = b, logo [a] = [b]. O

Exemplo 5.2.6. Aplicando no Exemplo 5.2.2 a Proposi¢ao 5.2.5 obtemos

que p = Y sse = (¢ = Y) e = (¥ = ¢) sse p =1, pelo Exercicio 2.2.6(2).
Logo (Sent/~, <) é um poset, em que [¢] < [¢)] sse ¢ = ¥, com

pl={y : p=v}={y : =7}
A

Estabeleceremos agora um principio fundamental na teoria de ordens: o
principio de dualidade. Para isso introduzimos o seguinte conceito.

Definicao 5.2.7. Seja P = (A, <) um poset. O poset dual de P é o poset
PP = (A, <°) tal que a <° b sse b < a, para todo a,b € A.

Claramente PP é um poset. Definimos o seguinte: a > b sse b < a. Logo,
a<°?phssea>b.

Dada uma afirmagao ® sobre um poset P = (A4, <), obtemos a afirmac¢ao
dual ®°P, que é a afirmagao obtida de ® substituindo (simultaneamente)
cada ocorréncia de < por > e cada ocorréncia de > por <. Observe que
O = (PP)P ¢

® vale em P sse & vale em PP (%)

Obtemos entao o seguinte resultado fundamental da teoria de ordens:
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Teorema 5.2.8 (Principio de Dualidade). Seja ® uma propriedade de posets.
Se ® wvale para todo poset P entao ®°P wvale para todo poset P.

Demonstragao: Seja ® uma propriedade valida em todo poset P, e fixe um
poset P. Entao, por (x) temos que ®° vale em P sse ($°P) vale em P sse
® vale em P°P. Isto é,

®? vale em P sse @ vale em PP (xx)

Dado que P? é um poset e ® vale em todo poset (por hipétese), entao
inferimos que ®° vale em P, por (). O

O significado da propriedade (*) e do Principio de Dualidade é o seguinte:
cada definigdo D estabelecida num poset determina imediatamente uma ou-
tra afirmacao, a afirmacao dual D°P. E cada propriedade ® demonstra-
velmente valida em todo poset determina imediatamente outra propriedade
demonstravelmente valida em todo poset, a propriedade dual ®°P. Assim,
as definigoes e os resultados demonstrados em posets vém ‘de a pares’: cada
definicao ou resultado sobre posets determina imediatamente sua definicao
ou resultado dual sobre posets. Este fato sera utilizado constantemente,
sendo uma caracteristica basica da teoria de ordens.

Introduziremos agora alguns conceitos fundamentais da teoria de ordens,
com o0s consequentes conceitos duais:

Definicao 5.2.9. Seja (A, <) um poset e X C A um subconjunto.
(1) Um elemento a € A é dito um limitante superior de X se

r < a paratodo x € X.

O conjunto dos limitantes superiores de X é denotado por Lsup(X). Note
que Lsup(0) = A.
(2) Um elemento a € A é dito mdzimo de X se a € (X N Lsup(X)).

Note que o maximo de um conjunto X, se existir, é nico:

Proposicao 5.2.10. Para todo X C A temos que X N Lsup(X) tem, no
mdximo, um elemento.

Demonstragao: Suponha que (X N Lsup(X)) # 0, e sejam a,b € (X N
Lsup(X)). Dado que a € X e b € Lsup(X) entdo a < b. Por um argumento
similar (trocando os papéis de a e b) vemos que b < a. Daqui a = b. O
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Se existir 0 maximo do conjunto X, entdao o denotaremos por Maz®(X)
ou simplesmente Max(X) (quando P for 6bvio no contexto). Se existir o
maximo de A, este serd denotado por T.

Note que nem todo subconjunto num poset tem méaximo: por exemplo o
intervalo [0,1) = {z € R : 0 <z < 1} é um subconjunto de R que nao tem
méximo (com relacdo a ordem usual dos nimeros reais). Evidentemente se
Lsup(X) = () entdo X nao tem méximo. Em particular, o conjunto vazio ()
nao tem maximo.

Podemos dualizar as definicoes e resultados anteriores, obtendo o seguinte:

Definigao 5.2.11. Seja (A, <) um poset e X C A um subconjunto.
(1) Um elemento a € A é dito um limitante inferior de X se

a <z paratodo z € X.

O conjunto dos limitantes inferiores de X é denotado por Linf(X). Note
que Linf(0) = A.
(2) Um elemento a € A é dito minimo de X se a € (X N Linf(X)).

Proposicao 5.2.12. Para todo X C A temos que X N Linf(X) tem, no
mdximo, um elemento.

Demonstragao: Conseqiiéncia do Principio de Dualidade. ]

Se existir o minimo do conjunto X, entao o denotaremos por Min®(X)
ou simplesmente Min(X). Se existir o minimo de A, este serd denotado por
1.

As vezes requerir a existéncia de maximo de um conjunto é uma exigéncia
muito forte. No exemplo do intervalo [0,1), claramente 1 é o limitante
superior ‘mais préximo’ do intervalo, e deveria ser considerado um tipo de
‘maximo idealizado’ do conjunto. A nog¢do de ‘maximo idealizado’ de um
conjunto é capturada pela seguinte definigao:

Definicao 5.2.13. Seja P = (A, <) um poset e X C A um subconjunto. O
supremo de X em P, se existir, é definido como sendo o elemento \/P X de
A dado por Min(Lsup(X)).

Quando P for ébvio no contexto escreveremos \/ X no lugar de \/* X.
Note que, se X tem maximo, entdo X tem supremo em P, e Maz(X) =\ X.

Observagao 5.2.14. O uso do supraindice P em \/P ¢é fundamental quando
tem mais de um poset sendo considerado. Se P = (A, <) e P’ = (A, <) tal
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que A’ C A (e a ordem de P estende a ordem de P') entdo \/% X # \/* X
em geral. Por exemplo, considere os posets P = (R, <) e P = (Q, <) dos

nimeros reais e os nimeros racionais com a sua ordem usual. Seja X =
- P ~ . p’
{reQ : 22 <2}. Entdo \/* X = v/2 mas ndo existe \/* X.

Exemplo 5.2.15. Outro exemplo em que o supremo depende do poset em
que é calculado € o seguinte: considere um poset P contendo quatro elemen-
tos ordenados da maneira seguinte (no diagrama a seguir, um elemento x
encontra-se debaixo de um elemento y sse x < y):

d

c
a b
Seja A’ = {a,b,d} e P = (A, <) com a ordem herdada de P.
/ d \
a b

Considere agora X = {a,b}. Entao \/* X = ¢ mas \/P/ X =d. A

Por dualidade, definimos o ‘minimo idealizado’ de um conjunto X através
do conceito de infimo.

Defini¢ao 5.2.16. Seja P = (A, <) um poset e X C A um subconjunto. O
infimo de X em P, se existir, é definido como sendo o elemento /\P X de A

dado por Max(Linf(X)).

Como antes, quando P for 6bvio escreveremos A X no lugar de /\P X. Se
X tem minimo, entdo X tem infimo em P, e Min(X) = A X.

Uma observagao interessante é a seguinte: se existir \/ () entao \/ ) = L.
Por dualidade, se existir A @ entdao /A () = T. Por outro lado, se existir \/ A
(A A, respectivamente) entao \/ A =T (A A = L, respectivamente).

Claramente podemos caracterizar supremos e infimos da seguinte maneira:

Proposicao 5.2.17. Seja P= (A, <) um poset e X C A um subconjunto.
(i) a € A € o supremo de X em P sse satisfaz o sequinte:
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1. x < a para todo x € X;

2. dado b€ A, se x <b para todo x € X entdo a < b.
(ii) a € A € o infimo de X em P sse satisfaz o sequinte:

1. a < x para todo x € X;

2. dado b € A, se b < x para todo x € X entdo b < a.

5.3 Reticulados

Um caso particularmente interesante de poset sao os reticulados.

Definicao 5.3.1. Seja L = (A, <) um poset. Se existem \/{z,y} e A{z,y}
em L para todo z,y € A entao dizemos que L é um reticulado.

Exemplo 5.3.2. Considere o poset (Sent/~, <) do Exemplo 5.2.6. Dados
[¢], [¢] € Sent/~ considere o elemento [p V1] € Sent/~. Dado que ¢ = V1)
e | @V entao [¢p] < [p V] e[] < [pVy]. Por outro lado, seja
[v] € Sent/~ tal que [¢] < [v] e [¢] < [y]. Entéo ¢ = v e ¢ = v, portanto
oV = . 2 Daqui inferimos que [¢V)] < [v], portanto [¢Vih] = \/{[¢], [¢]},
pela Proposicao 5.2.17(i).

Analogamente podemos provar que [p A Y] = A{[¢], [¢]} (deixamos isto
como exercicio para o leitor), portanto (Sent/~, <) é um reticulado. A

Observagao 5.3.3. Um reticulado L pode ser visto (e frequentemente isto
resulta muito 1til) como uma &lgebra L = (A, L, 1) em que LI e 1 sdo duas
operagoes bindrias. Nesse caso escreveremos x LIy e x 1y para denotar
VA{z,y} e A{z,y}, respectivamente. Note que zLly =yUz,exNy=yMNx
para todo x,y € A. Mais ainda, x < yssex Uy =ysse zMy =z.

Os seguintes resultados justificam que possamos considerar reticulados
como algebras.

Proposicao 5.3.4. Seja L = (A, <) um reticulado, e considere as operagies
U,M: Ax A — A definidas na Observagao 5.3.3. Entao (A,L,1) é uma
dlgebra satisfazendo o sequinte, para todo a,b,c € A:

2Para provar isto podemos usar argumentos semanticos ou simplesmente utilizar argu-
mentos sintdcticos, digamos derivagdes em PC, e usar o teorema de adequagéo.
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[L1] (aUb)Uc=alU(bUc) [L1]? (aMb)Mc=aN(bMc)
[L2] aUb=bUa [L2]°P aMb=bMNa

[L3] alUa=a [L3]? aMa=a

[L4] aM(albd)=a [L4]P aU(alb)=a

Proposicao 5.3.5. Seja L = (A,L,M) uma dlgebra em que L e I sdo duas
operacoes bindrias satisfazendo as propriedades da Proposicdo 5.5.4.

(i) Para todo a,b € A temos que alUb=> sse alb=a.

(i) Defina uma relagdo bindria < em A como seque: a < b sse ab = a.
Entao (A, <) é um reticulado tal que \/{a,b} =alUb e A{a,b} =anb.

A partir das proposigoes anteriores (cuja demonstragao deixamos como
exercicio para o leitor) vemos que um reticulado pode ser apresentado em
termos de teoria da ordem ou em termos de algebras.

A partir de agora consideraremos os reticulados como algebras com duas
operacgoes binarias. Mais ainda, se o reticulado possui maximo T ou minimo
1 entao eses elementos serao considerados como operagoes 0-arias.

Observagao 5.3.6. Considerando reticulados como dlgebras, podemos for-
mular o seguinte principio de dualidade para reticulados: dada uma afirmacao
® sobre um reticulado, a afirmacdo dual ®°P é a afirmacao obtida de &
substituindo (simultaneamente) cada ocorréncia de <,>,U,M, T e L por
>, <,m,u, L e T, respectivamente. Entao vale o seguinte:

Se ® wvale para todo reticulado entdo ®°P vale para todo reticulado.

Uma propriedade desejavel em reticulados é a distributividade de supre-
mos por infimos, e vice-versa. Temos o seguinte (as provas sdo deixadas
como exercicio para o leitor):

Proposicao 5.3.7. Seja L = (A, U, M) um reticulado. Entao vale o sequinte,
para todo a,b,c € A:

all(bMNe) < (aUb)M(allc)
Por dualidade, obtemos o seguinte:

Corolario 5.3.8. Seja L = (A, U, M) um reticulado. Entao vale o seguinte,
para todo a,b,c € A:

afl(bUe) > (amb)U (alc)
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Proposigao 5.3.9. Num reticulado L = (A,,1) sao equivalentes:

[D]  aU(bNe)=(aUb)MN(alc) para todo a,b,ce A
[D]? an(bUc)=(aMb)U(aMc) para todo a,b,c € A

Note que nao podemos aplicar o principio de dualidade para provar a
proposicao acima.

Definigao 5.3.10. Dizemos que um reticulado L = (A, U, M) é distributivo
se satisfaz a propriedade [D] (ou equivalentemente, a propriedade [D]?) da
Proposigao 5.3.9.

Exemplo 5.3.11. Considere o reticulado (Sent/~,<) do Exemplo 5.3.2.
Pelo Exemplo 4.3.3 e pela completude do método de sequentes temos que
(Sent/~, <) é um reticulado distributivo. Mais ainda, o reticulado tem
minimo dado por [f]. A

Analisaremos agora o importante conceito de pseudo-complemento em
reticulados, que estd relacionado com o conceito de negacao e de implicagao
em logicas, como veremos ainda nesta secao.

Definicao 5.3.12. Seja L = (A,U, M, L) um reticulado com minimo L.
O M-complemento de a € A (se existe) é o elemento —a de A dado por
Mazx({ce A : cMa=1}).

Proposicao 5.3.13. O lM-complemento —a de a, se existe, € inico.
Por dualidade, obtemos a seguinte

Definicao 5.3.14. Seja L = (A,U,M, T) um reticulado com maximo T.
O U-complemento de a € A (se existe) é o elemento —a de A dado por
Min({ce A : cUa=T}).

Proposicao 5.3.15. O Li-complemento —a de a, se existe, € unico.

Definigao 5.3.16. Um elemento a num reticulado L = (A, U, M, L, T) com
maximo e minimo ¢é dito complementado se tem um elemento b que é simul-
taneamente M-complemento e Ll-complemento de a. O reticulado L é dito
complementado se todo elemento é complementado.

Observacao 5.3.17. Se L é complementado entdao existe uma operacao
—: A — A tal que, para todo a € A:

—alla= 1 —alda=T
Num reticulado arbitrario é possivel que um elemento a tenha um M-comple-

mento b e um Li-complemento ¢ tais que b # c.
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Nos reticulados distributivos a propriedade do complemento mencionada
na Observacao 5.3.17 caracteriza o complemento:

Proposicao 5.3.18. Se L ¢ distributivo e possui uma operagcio —: A — A
tal que, para todo a € A:

—alla=1 e —ala=T
entdo —a € o complemento de a, portanto L € complementado.

A nocao de M-complemento pode ser generalizada da seguinte maneira:

Definicao 5.3.19. Seja L = (A, U, M) um reticulado, e sejam a,b € A. O
pseudo-complemento de a relativo a b, denotado por a 1 b, é o elemento
de A (se existe) dado por Maz({c € A : c¢Ma < b}). Se existe o pseudo
complemento a 1 b para todo a, b € A dizemos que L é relativamente pseudo-
complementado.

Observe que a 1 b satisfaz, para todo ¢ € A:
c<adb sse cMa<hb.

Da definicao anterior é facil provar que, se L ¢é relativamente pseudo-comple-
mentado entao L tem méximo T, dado por T = a T a para qualquer a € A.
Mais ainda, pode-se provar o seguinte:

Proposigao 5.3.20. Todo reticulado relativamente pseudo-complementado
€ distributivo.

Chegamos agora a uma importante defini¢ao:

Definicao 5.3.21. Uma dlgebra de Heyting é um reticulado relativamente
pseudo-complementado com elemento minimo.

A partir das definigoes vemos que numa dlgebra de Heyting existe o M-
complemento de a, dado por —a := a O L, e satisfazendo —aMa = L
para todo a € A. Porém, nao necessariamente vale que —a Lla = T. Desta
maneira, uma algebra de Heyting é uma &lgebra H = (A, L, M, 3, L) (note
que T e — sdo operagoes definidas a partir das outras).

Podemos caracterizar uma &dlgebra de Heyting equacionalmente, isto €,
através de equagdes que satisfazem as suas operagoes (lembrando que a
relacdo < também é dada a partir de uma equacio):

Proposicao 5.3.22. Seja H = (A,U,M, 3, L) uma dlgebra abstrata. Entao
H € uma dlgebra de Heyting sse H satisfaz o sequinte:
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1. 'H € um reticulado distributivo com minimo L, isto é, aml L = 1 para
todo a € A (sendo que a < b sse aMb = a para todo a,b € A);

2. aM(a 3b) <b para todo a,b € A;
3.an(bdc)=aN((and) 3 (alc)) para todo a,b,c € A;
4. a < (bMec) 3c para todo a,b,c € A.

Exemplo 5.3.23. Considere o reticulado (Sent/~, <) do Exemplo 5.3.11.
Jéa foi provado nesse exemplo que este reticulado é distributivo e tem minimo
1. Considere a operagao bindria J: Sent/~ X Sent/~ — Sent/~ dada por:
[¢] 3 [¢] == [¢ = 1] para todo [p], [)] € Sent/~. E facil provar que esta
operacao estd bem definida (exercicio para o leitor). Por outro lado, usando
o Teorema da Dedugao temos que, para todo [¢], [¢], [y] € Sent/~,

YT el <[] sse [v] < [¢] D[]

pois YAp =1 sse v = ¢ = 1. Assim, temos que (Sent/~, <) é uma &lgebra
de Heyting, podendo ser escrita como uma algebra (Sent/~, U, M, 3, 1) tal
que

[Pl U] = [p VY [l M Y] = [p Ay

[l O[] = [p =] L=[f].

Lembre que as operagdes —[p] :=[p] O L e T := [pp = po| sao definidas, e
nao sao primitivas. A

Estabelecemos a seguir algumas propriedades das algebras de Heyting,
cuja prova deixamos para o leitor:

Proposicao 5.3.24. Seja H = (A,U,MN, 3, 1) uma dlgebra de Heyting.
Entao vale o seguinte, para todo a,b € A (lembrando que —a := a I L
eT:=ala):

(1) a < b implica —b < —a, mas ndo vale a reciproca.
(2)—L=T;,-T=.1.

(3) —aMa= 1.
(4) —(—aMa) =T mas —ala# T em geral.
(5) a < — — a, mas nao vale a reciproca.
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(6) —a=—— —a.

(7) a 2b < —b 3 —a, mas ndo vale a reciproca.

Veremos na préxima segao que todas estas propriedades correspondem
com leis da chamada ldgica intuicionista.

Definimos finalmente uma nocao de importancia central para a alge-
brizacao da légica proposicional cldssica:

Definicao 5.3.25. Um reticulado com M-complemento e maximo T é uma
dlgebra de Boole se o M-complemento é também um L-complemento. Equi-
valentemente, uma &algebra de Boole é um reticulado distributivo comple-
mentado (portanto tem T e L).

Uma algebra de Boole é uma algebra de Heyting satisfazendo uma pro-
priedade equacional adicional, como prova o seguinte resultado:

Proposigao 5.3.26. Seja H = (A,U, 1,3, L) uma dlgebra de Heyting. Sao
equivalentes:

(1) H € uma dlgebra de Boole.

(2) —alUa =T para todo a € A.

(3) — —a = a para todo a € A.

(4) a 3b=—b 1 —a para todo a,b € A.

(5) a 3b=—allb para todo a,b € A.

5.4 Semantica algébrica

Finalmente, aplicaremos todos os resultados algébricos obtidos até agora
para dar uma nova caracterizagao semantica da LPC.

Proposicao 5.4.1. A dlgebra de Heyting (Sent/~,U,M, 3, L) do Ezem-
plo 5.8.28 ¢, de fato, uma dlgebra de Boole.

A prova da proposigdo anterior é deixada como exercicio para o leitor.

Definicao 5.4.2. A dlgebra de Boole (Sent/~,U,M, 3, 1) é chamada de
dlgebra de Lindembaum-Tarski da LPC, em honor aos seus descobridores.
Alternativamente podemos apresentar esta algebra sobre a assinatura C”
tal que |C7| = {V, A, —,t, f}, obtendo a 4lgebra de Boole

Bipc := (Senty /~,U,M,—, T, 1)

em que Sent, := L(C7). A algebra B pc também sers chamada de &lgebra
de Lindembaum-Tarski da LPC.

115



Veremos a seguir que a LPC é correta e completa com relagao a seméntica
de valoracoes em &algebras de Boole, sendo que a algebra de Lindembaum-
Tarski junto com a projegao canonica ¢ — [p] constitui o modelo canénico
que fornece uma outra prova da completude do método axioma&tico com
relagdo a seméantica cléssica.

Definicao 5.4.3. Seja B = (|B|,U,M,—, T, L) uma algebra de Boole (so-
bre a assinatura C7). Definimos uma wvaloragcdo sobre B como sendo um
homomorfismo de algebras v : Senty — |B|.

Note que uma valoracao v sobre B é caracterizada apenas por uma fungao
vo : V — |B|. De fato, v é a unica extensao de vy para um homomorfismo
com dominio Sent,. Escreveremos [¢], no lugar de v(yp).

Definicao 5.4.4. Seja ¢ uma sentenga em Sent .

(1) Seja B uma &lgebra de Boole. Dizemos que ¢ é vdlida em B se [p], = T
para toda valoragao v sobre B.

(2) Dizemos que ¢ é vdlida (com relacao a seméantica em algebras de Boole)
se i é valida em toda algebra de Boole.

Exemplo 5.4.5. Seja B pc a algebra de Lindembaum-Tarski da LPC. Con-
sidere a projecdo canonica veq, : Senty — Sent, /~ dada por ve.n (@) = [¢].
Entao veqn, é um homomorphismo de algebras, isto é, veq, €é uma valoracao
sobre a algebra de Boole By pc. JAN

Finalmente, chegamos ao principal resultado sobre semantica algébrica
da LPC e a sua conexao com a &lgebra de Lindembaum-Tarski:

Teorema 5.4.6. Seja ¢ uma sentenca em Senty. Sdo equivalentes:
(1) ¢ € vdlida (com relagdo a semantica em dlgebras de Boole).

(2) vean(p) = T.

(8) ¢ € tautologia (isto €, ¢ € vdlida em Bg).

(4) ¢ € teorema de PC.

A prova deste resultado pode ser achada em, por exemplo, [12].

Observe que (2)—(4) ou, equivalentemente, =(4)— —(2), é a chave para
a prova do teorema de completude (fraca) de PC com relagdo & seméantica
em algebras de Boole. Com efeito, assumindo (2)—(4) temos o seguinte: se
Hpc ¢ entao vean(¢) # T, logo existe um modelo em algebras de Boole que
nao satisfaz .

Podemos estender o resultado anterior para a completude forte (assu-
mindo a compacidade da LPC).

116



Defini¢ao 5.4.7. Seja I' U {¢} um subconjunto finito de Sent...

(1) Seja B uma algebra de Boole. Dizemos que ¢ € consequéncia semantica
de I' em B, e o denotamos por I' =5 ¢, se para toda valoracao v sobre B
temos que A{[y], : v €T} <[]

(2) Dizemos que ¢ € consequéncia semantica de I' (com relagao a semantica
em algebras de Boole), e o denotamos por I' =45 ¢, se I' =5 ¢ para toda
algebra de Boole B.

Note que I' = ¢ sse I' =5, ¢, com Bz a dlgebra de Boole com dominio 2.
Logo, na Defini¢ao 5.4.7(1) estamos generalizando a nocao de conseqiiéncia
semantica, de Bg para &algebras de Boole em geral. Obtemos como con-
seqiiéncia imediata do Teorema 5.4.6 o seguinte:

Coroldrio 5.4.8. Seja I' U {¢} um subconjunto finito de Sent,. Sao equi-
valentes:

()T Fap ¢

(2) /\{Ucan(’)/) IS F} < Ucan(‘ﬁ)'

(3) T By ¢

(4) T Fpc p.

Desta maneira, vemos que testar conseqiiéncia semantica em todas as
algebras de Boole equivale a testar conseqiiéncia semantica com relacao
a valoragdo canodnica na algebra de Lindembaum-Tarski, que por sua vez
equivale a testar conseqiiéncia semantica em Bg. Assim, Bg é um tipo de
algebra de Boole canonica. O mesmo resultado ndo vale se consideramos
algebras de Heyting e a sua ldgica associada, a légica intuicionista.

A 16gica proposicional intuicionista (LPI) foi introduzida por Heyting
como uma formalizagao das idéias filoséficas de Brouwer sobre o intuicionismo
e o construtivismo em matematicas. A LPI é uma légica estritamente contida
na LPC, no sentido que toda inferéncia realizada na LPI pode ser realizada na
LPC, mas a reciproca nao é sempre verdadeira. Por exemplo, um principio
clédssico que nao vale na LPl é o principio do terceiro excluido: —¢ V ¢
ou, equivalentemente, a lei de dupla negagao: ——p = . Introduzindo a
notagao —p para denotar a férmula (¢ = f), podemos axiomatizar a LPI
na assinatura C°, lembrando que |C%] = {V,A,=,f} e L(C%) = Sent, da
maneira seguinte:

(Axiol) ¢ = (Y = )

(Axio2) (p= (¥ =17)) = (¢ =)= (¢=17))
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(Axio3) ¢ = (¥ = (¢ A1)

(Axiod) (pA9) = ¢

(Axio5) (pA9) =4

(Axio6) ¢ = (¢ V)

(Axio7) ¢ = (¢ V1))

(Axio8) (¢ =7) = (( =) = ((¢ V) =17))
(Axio9) (¢ = =) = (¥ = ¢) = )
(Axiol0) ¢ = (= = 1))

¥ =1
(MP) BT

Lembre que —p denota a férmula (¢ = f). Denominaremos de Pl o sis-
tema axiomatico acima definido, denotando por I' F-p| ¢ a existéncia de uma
derivagao em Pl da férmula ¢ a partir do conjunto de premissas I'. O sub-
sistema de Pl obtido eliminando o axioma (Axiol0) determina a chamada
Légica minimal de Johdnsson (cf. [9]). Esta tltima trata-se de uma légica
ainda mais restrita que a logica intuicionista, que apresenta carater para-
consistente (cf. [4]), no sentido seguinte: de uma contradigao {¢, ¢} nao
derivamos toda férmula 1, mas apenas as férmulas da forma —y.

E importante salientar que tanto Pl quanto a légica minimal de Johdnsson
satisfazem o Teorema da Deducao. De fato, vale o seguinte resultado geral
sobre sistemas axiomadticos, cuja prova pode ser encontrada em [10]:

Proposicao 5.4.9. Seja S um sistema azxiomdtico sobre uma assinatura
contendo um conectivo bindrio = tal que os aziomas (Aziol) e (Axio2) sdo
demonstraveis em S, e tal que (MP) é a tunica regra de inferéncia de S.
Entao S satisfaz o Teorema da Dedugdo.

Resultados anédlogos aos do Teorema 5.4.6 e do Corolario 5.4.8 podem ser
obtidos: assim, podemos definir no conjunto Sent a relagao de equivaléncia
prsse Fppp=1vYe Fp Y= ¢, provando que

Hip := (Sent/%17 U, m, 3, J—)
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é uma &lgebra de Heyting tal que [p] < [¢)] sse ¢ Fpj 1, e

[Pl U Y] = [p VY [l M Y] = [p A Y]

[l O[] = [p =] L =f]

lembrando que —[p] := [¢] T L (logo —[¢] = [~¢]) e T = [po = po]. A
algebra de Heyting H p| é chamada de dlgebra de Lindembaum-Tarski da
LPI. A seguir é facil adaptar as Defini¢es 5.4.3 e 5.4.4 obtendo os conceitos
de valoragdo sobre uma dlgebra de Heyting H, de valoracio canonica v/,

de férmula vdlida (numa algebra de Heyting H) e de férmula vdlida (com
relacdo a semantica em algebras de Heyting). Assim, obtemos o seguinte:

Teorema 5.4.10. Seja ¢ uma sentenca em Sent. Sao equivalentes:
(1) ¢ € valida (com relagao a semantica em dlgebras de Heyting).
(2) olynlp) = T

(3) p € teorema de PI.

Definindo o conceito de inferéncia semantica I' =3 ¢ numa algebra de
Heyting H e o conceito de inferéncia semantica I' =47 ¢ na classe de
algebras de Heyting de maneira andloga as defini¢oes feitas com algebras de
Boole, obtemos o seguinte resultado:

Coroldrio 5.4.11. Seja I' U {¢} um subconjunto finito de Sent. Sdo equi-
valentes:

(1) T =am .

(2) Mulan () + 7 €T} < van(w)-

(3) T I—P[ @.

Assim, testar conseqiiéncia semantica em todas as algebras de Heyting
equivale a testar consequiéncia seméantica com relagao a valoragao candnica
na algebra de Lindembaum-Tarski. Mas agora nao temos uma &lgebra de
Heyting candnica (como Bg) para testar a conseqiiéncia semantica da ldgica
intuicionista. Esta é uma importante diferenga entre a logica classica e a
intuicionista, relacionada com uma importante diferenca entre as dlgebras
de Boole e as algebras de Heyting.

Observagao 5.4.12. Para obter um sistema de dedugao natural para a LPI,
basta eliminar a regra
[?]
(f2) —
¥
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do sistema DN, obtendo um sistema de prova DNI equivalente a Pl, sendo
portanto adequado para a semantica em algebras de Heyting.

Finalmente, a partir dos resultados algébricos obtidos neste capitulo,
obtemos o seguinte resultado, cuja prova deixamos como exercicio para o
leitor:

Proposicao 5.4.13. O sistema aziomdtico PI" obtido de Pl acrescentando
0 azrioma

(Azioll) -V @

€ uma azriomatizacdo correta e completa da LPC.

Vemos portanto que a algebrizagdo de uma ldégica (no caso, a LPC ou a
LPI) fornece mais uma ferramenta para analisar a relagao de conseqiiéncia
da légica: para determinar se vy, ..., v, I ¢ basta analisar se a1 A- - -Aa,, < a,
em que a; é um termo (da linguagem das algebras associadas a logica) que
corresponde a 7y;, e analogamente para a com relagdo a ¢. Assim, a relagao
F transforma-se na verificacao de < numa classe de reticulados apropria-
dos. Por exemplo, testar que ¢ Fp; =g equivale a provar que a < — —a
em toda algebra de Heyting. Assim, um bom conhecimento dos reticulados
associados a uma légica pode servir como auxiliar para resolver questoes
sobre derivabilidade nessa logica. Porém, deve ser observado que, frequente-
mente, os modelos algébricos (e os métodos seméanticos em geral) sdo mais
luteis para provar nao-derivabilidade do que para provar derivabilidade. As-
sim, para determinar que I' I/p| ¢ procura-se provar que I' 24 ¢ através de
uma algebra de Heyting H e uma valoracao v sobre H apropriada. Analoga-
mente, para determinar que I" t/pc ¢ procura-se provar que I' £ 4p ¢ através
de uma algebra de Boole B e uma valoracao v sobre H apropriada.

5.5 Exercicios
1. Provar que, em Sent/~, temos que [p A ] = A{[¢], [¢]}
2. Provar as proposicoes 5.3.4 e 5.3.5.
3. Provar as proposicoes 5.3.7 e 5.3.9.

4. Provar a Proposicao 5.3.13.
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5. Provar que o pseudo-complemento relativo a 1 b satisfaz, para todo
ce A
c<adbsseclNa<hb.

6. Provar a Proposicao 5.3.22.

7. Seja (R, <) o poset dos nimeros reais com a sua ordem usual. Con-
sidere a relagdo x < y sse x < y e x # y. Para todo a,b € R definimos
o intervalo aberto (a,b) como sendo o conjunto (a,b) ={z €R : a <
x < b}. Note que (a,b) = 0 sse b < a. Em particular, (a,a) = (). Seja
IA(R) o conjunto de todos os intervalos abertos de R. Dizemos que
U C R é aberto se existe Z C TA(R) tal que U = |JZ. O conjunto
Q(R) dos subconjuntos abertos de R é a topologia usual da reta real.
Dado um conjunto X C R, definimos o interior de X com sendo o
conjunto X° = (J{U € Q(R) : U C X}. Com estas defini¢oes, provar
0 seguinte:

(a) Q(R) é uma topologia sobre R, isto é: (i) R é aberto; (ii) se
Y C QR) entao JY € Q(R), e em particular () é aberto (a unido
de uma cole¢ao arbitrdria de abertos é aberta); (iii) se U,V € Q(R)
entdao U NV € Q(R) (a intersecio de uma colegdo finita de abertos é
aberta).

(b) U C R é aberto sse para todo x € U existe (a,b) € TA(R) tal que
x € (a,b) e (a,b) CU.

(c) Para todo X C R temos que X° é o maior aberto contido em X,
isto é: (i) X° € Q(R) e X° C X; (ii) se U € Q(R) e U C X entdo
UCX°.

(d) (Q(R), C) é um reticulado tal que, para todo U,V € Q(R):

vuv =UuUV e UnNV:=U0nNV.

(e) (2(R), <) é um reticulado relativamente pseudo-complementado
tal que, para todo U,V € Q(R):

Uav:=J{wWeQR) : WnUCV}.
(f) (2(R), <) é uma &lgebra de Heyting tal que, para todo U € Q(R):

U= (R-U).

8. Provar a Proposicao 5.3.24. Para provar os items (1), (4), (5) e (7)
use o exercicio anterior.
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9. Provar a Proposicao 5.3.26.
10. Provar a Proposicao 5.4.1

11. Provar a Proposicao 5.4.13.
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