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Resumo

O objetivo deste tutorial é introducir as nogdes basicas de composicao
e decomposicao de légicas, assim como analisar algumas técnicas intro-
duzidas na literatura. Do ponto de vista da composicao de légicas, ana-
lisaremos a fibrilagdo (fibring, no original em inglés) de 16gicas, tanto na
perspectiva original de D. Gabbay quanto na perspectiva algébrica (ca-
tegorial) de A. Sernadas e seus colaboradores. A forma oposta de combi-
nar légicas (isto é, a decomposi¢do de uma légica dada em 1égicas mais
simples), denominada splitting logics, serd também analisada, através de
diferentes métodos: Seméantica de Tradugoes Possiveis e Fibrilagao Bésica
de Matrizes. Finalmente, a questao de recuperar uma logica a través da
combinagdo de seus fragmentos serd também abordada. Varios exemplos
e aplicagbes serao discutidos.
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1 Introducao

O uso da ldgica formal na representacao do conhecimento propiciou, principal-
mente a partir do primeiro quarto do século XX, o desenvolvimento das l6gicas
chamadas “nao-cléssicas”, cuja aparicao ja tinha sido largamente justificada na
tentativa de se obter representacoes formais de raciocinios caracteristicos da lin-
guagem natural, como aqueles ja expressos por Aristételes na famosa questao
do futuro contingente, e por diversas outras motivagoes filoséficas.

Uma andlise dos trabalhos realizados na area da légica aplicada revela que o
uso de logicas nao-classicas em teorias complexas impoe a necessidade de inte-
grar diferentes médulos de inferéncia, cada um deles governado por uma certa
l6gica, em sistemas de inferéncia mais complexos. Isto acarreta a necessidade
de se dispor de mecanismos que permitam combinar légicas de diferente tipo.
Evidentemente, a este tipo de necessidade pragmaética devemos contrapor o in-
teresse préprio que desperta a possibilidade de se obter 16gicas de tipo hibrido,
nas quais certos conectivos apresentam caracteristicas de 1égicas conhecidas de
diferente tipo. Assim, a guisa de exemplo, podemos pensar numa légica dotada
de uma negacao mais fraca — isto é, proveniente de uma ldégica de tipo para-
consistente ou intuicionista — junto com uma implicacao relevante — ou seja,
satisfazendo as propriedades de uma légica de tipo relevante — ou uma moda-
lidade alética — isto é, uma modalidade governada pelos principios das légicas
modais aléticas.

Deve ser observado que nos processos de integragao ou combinacao de légicas
acima mencionados, estamos sempre pensando na adjuncao de légicas “simples”
para formar uma légica mais complexa. Seguindo a terminologia introduzida no
artigo [Carnielli e Coniglio, 1999], chamaremos a este processo de composi¢io
(splicing, no original em inglés) de l6gicas. O processo de composigao de 1dgicas
é do tipo sintético, isto é: sintetizamos logicas dadas para obter uma nova légica
a partir destas. Um exemplo tipico de sintese de logicas é a técnica de fibrilagao
(fibring, no original em inglés) introduzida na literatura pelo l6gico Dov Gab-
bay em [Gabbay, 1996] (veja também [Gabbay, 1999]). Por outro lado, podemos
pensar num processo analitico que permita decompor uma légica dada em com-
ponentes mais simples. Este tipo de processo é chamado de decomposicao (split-
ting, no original inglés) de 16gicas em [Carnielli e Coniglio, 1999]. Esta perspec-
tiva surge, principalmente, na tentativa de explicar uma determinada légica em
termos de lgicas mais simples (ou mais conhecidas), através de tradugoes entre
a légica objeto e as logicas auxiliares, como no caso das chamadas semanticas
de tradugodes possiveis, introduzidas por W. Carnielli em [Carnielli, 1990] e es-
tudadas posteriormente em [Marcos, 1999] e [Carnielli, 2000].

De maneira resumida, podemos considerar entao duas perspectivas comple-
mentares no processo de combinar sistemas logicos:

(1) Composigao de Légicas (Splicing logics): Perspectiva bottom—up (sintética).
Exemplo: Fibrilacdo de D. Gabbay



[,1 [:2
L=L1OLy
Isto significa: £ é sintetizada a partir de £ e Lo

(2) Decomposicao de Légicas (Splitting logics): Perspectiva bottom—down
(analitica).
Exemplo: Seméantica de Tradugoes Possiveis de W. Carnielli

L

L4 e L,
L=L1O---OL,
Isto significa: £ é analizada através de L1 e ... e L),

E importante observar que nao existe uma distingao fundamental entre decom-
por e compor de légicas, da mesma forma em que nao uma diferenga fundamental
entre decompor um ntmero em fatores primos ou multiplicar niimeros primos
para compor um numero. Porém, existe uma diferenca de atitudes e de expec-
tativas, que se reflete na distingao entre a informacao com a que contamos e o
resultado que esperamos obter.

Se, como propusemos anteriormente, representamos o resultado de um pro-
cesso de combinar légicas pela expressao L = £ ® Lo, existem duas maneiras
de interpretar esta equacao:

e Se nosso ponto de partida sdo as légicas £1 e Lo (conhecidas), e se L é a
nossa “incégnita”’, podemos dizer que estamos frente a um caso tipico de
composicao das légicas £, e Lo para se obter L.

e Analogamente, se a légica £ é conhecida, estamos portanto frente a uma
situagao tipica de decomposicao de £ em fatores L1 e Lo, presumivelmente
mais simples. Por sua vez, estes fatores podem ser 16gicas novas (ou novos
fragmentos de l6gicas conhecidas), ou podem ser 16gicas ji conhecidas, em
cujo caso encontramos uma nova relagao entre £, £1 e L5. Observe que
esta ultima situagao pode ser vista indistintamente como composicao e
decomposicao.



Os atuais desenvolvimentos e estudos na area da composicao e decomposicao
de légicas tém alguns predecesores na literatura: assim, alguns ingredientes
das semanticas de tradugoes possiveis, ainda que numa forma incipiente, po-
dem ser reconhecidos em algumas variantes da fibrilacao de Gabbay. Mesmo
que a formulacdo de Gabbay tenha sido posterior (1996), sua intui¢do co-
incidiu em forma independente com as de [Carnielli, 1990]. Ainda anterior-
mente, tragos da légica discussiva de S. Jaskowski (cf. [Jaskowski, 1949]) sdo
reconheciveis na idéia geral da semantica de sociedades, introduzidas no ar-
tigo [Carnielli e Lima-Marques, 1999] e posteriormente generalizadas no artigo
[Ferndndez e Coniglio, 2003]). Por outro lado, a fibrilagdo bésica de matrizes
(cf. [Coniglio e Ferndndez, 2005]), por sua vez, é precedida tanto pela nocao
original de fibrilacao de logicas modais de Gabbay quanto pela definigao de pro-
duto de matrizes légicas introduzida por J. Lukasiewicz em [Lukasiewicz, 1953]
para estudar as suas modalidades quatro-valoradas.

2 Nogoes preliminares

Uma questao fundamental e que, de certa maneira, deve ser prévia a qualquer
analise sobre a possibilidade de combinar sistemas légicos, consiste precisamente
no problema de representar as légicas envolvidas. A pergunta béasica é a seguinte:
a qual tipo de estrutura ou de nocao estamos nos referindo quando falamos em
“sistema 16gico”, ou “logica”? Tratar-se-ia de um mecanismo de prova (tabld,
dedugdo natural, sistema axiomético, etc.) ou de um método seméntico (val-
oragoes, matrizes logicas, semantica de Kripke etc.)? A resposta pode ser qual-
quer das anteriores, e a abundante literatura sobre légica contemporanea apoia
esta afirmacdo. Mas isto nos coloca frente a uma multiplicidade de conceitos
que nos conduziria a uma ambigiiidade de representacoes sem uma saida ime-
diata. Contudo, os celebrados trabalhos de Alfred Tarski sobre o conceito de
légica in abstrato (cf. [Tarski, 1956]) nos apontam uma possivel saida para este
dilema: com efeito, o que ha em comum em qualquer dos métodos que permitem
realizar inferéncias num sistema légico (independentemente dos atributos for-
mais que possam ser requeridos no conceito de “sistema” aqui mencionado) é
precisamente a existéncia de uma nocao de consegiiéncia logica.

No seu artigo On Some Fundamental Concepts of Metamathematics de 1930
(ver [Tarski, 1956]) A. Tarski apresenta um programa em que propde um trata-
mento axiomético do conceito de conseqiiéncia logica, visando a sua utilizagao
para caracterizar certas nogoes metamatematicas. Na concepgao de Tarski, as
nocoes de sentenca e de conseqiiéncia légica seriam conceitos metamatematicos
gerais, sendo tomados como primitivos.

Assumindo esta perspectiva tarskiana, uma légica, digamos L, é caracteri-
zada apenas por uma relacao de consequencia, denotada por I, definida sobre o
conjunto das sentengas ou férmulas de £. Assim, o fato de que uma férmula ¢
pode ser deduzida na légica L a partir do conjunto de premissas I' é representado
simplesmente pela expressao formal

T'F .



E importante observar que a expressao formal acima é uma metapropriedade
da légica L, sendo portanto uma afirmacao ou uma proposi¢do acerca de uma
derivacao valida na légica L. Isto é, a expressao acima pode ser vista como
um enunciado pertencente a uma metaldgica ou légica de um nivel superior
aquele da logica em questdo, podendo portanto esta afirmacao, pertencente a
metalinguagem da logica, ser verdadeira ou falsa. Esta observagao é importante,
como veremos na Se¢ao 7. Chegamos assim a seguinte definigao.

Definicao 2.1 (Tarski) Seja X um conjunto nao-vazio (cujos elementos sao
chamados de férmulas). Um operador de consegiiéncia sobre X é uma fungao
C: p(X) — p(X) satisfazendo os seguintes postulados, para todo A, B C X:

(c1) A C C(A);
(c2) A C B implica C(A) C C(B);
(c3) C(C(A)) C C(A). |

De aqui, é imediato que um operador de conseqiiéncia C satisfaz

(c4) C(C(A)) = C(A);
(c5) C(C(A) U C(B)) = C(C(A)UB) = C(AUC(B)) = C(AU B).

(Exercicio: provar esta afirmagao.)

Definigao 2.2 Seja X um conjunto nao-vazio de objetos chamados formulas.
Uma relagao de conseqiiéncia sobre X é um conjunto F C p(X) x X satisfazendo
os seguintes postulados, para todo A, B C X e para todo z € X:

(rl) € A implica A b x;
(r2) Az e AC B implica B F x;
(r3) AF 2z e BF A implica B I x. |

Na definicdo acima, B - A é uma abreviatura para “B F y para todo y € A”.
Observe que, se | satisfaz (rl) e (r3) entao satisfaz (r2). (Exercicio: provar esta
afirmagao.)

Veremos a seguir que relagoes de conseqiiéncia e operadores de consequiéncia sao
duas faces da mesma moeda.

Definicao 2.3
(1) Dada uma fungéo C: p(X) — p(X), definimos a relagdo Fc associada a C
como sendo a relagdo F¢ C p(X) x X tal que, para todo A C X e para todo
re X,

AFcz sse x € C(A).



(2) Dada uma relagéo - C p(X) x X, definimos a fun¢do Cr associada a b como
sendo a fungao Cr : p(X) — p(X) tal que, para todo A C X,

CG(A)={zeX : Az}

|
Proposigao 2.4
(i) Se C satisfaz (c1), (¢2), (¢3) entdo ¢ satisfaz (rl), (r2), (r3).
(i) Se I satisfaz (r1), (12), (r3) entdo Cp- satisfaz (cl), (c2), (c3).
(iii) G, = Cebe.=F.
Demonstracao: Deixada como exercicio para o leitor. ]

Vemos portanto que uma ldgica tarskiana pode ser definida indistintamente
como sendo um par (X, C) tal que C é um operador de conseqiiéncia sobre
X, ou como um par (X,F) tal que - é uma relacdo de conseqiiéncia sobre
X. Observe que o item (iii) da proposigao anterior vale para qualquer fungao
C: p(X) — p(X) (ndo necessariamente um operador de conseqiiéncia) e para
qualquer relagdo F C p(X) x X (n@o necessariamente uma relagdo de con-
seqiiéncia).

Continuando com a idéia original de Tarski sobre légicas abstratas, deve ser
observado que as férmulas de uma logica ‘concreta’, assim como as sentencas das
linguagens naturais, obedecem as leis de uma certa gramatica, constituindo por-
tanto uma linguagem formal. Neste tutorial apenas trataremos o caso das logicas
proposicionasis, isto é, baseadas numa linguagem de tipo proposicional. Estas
linguagens sao definidas a partir de um conjunto de conectivos l6gicos (tais como
conjuncao, disjuncdo etc.) a partir do qual sdo geradas as férmulas, utilizando
as varidveis proposicionais como ‘atomos’ (geradores). Dado que trataremos as
légicas e as linguagens de maneira geral (isto é, sem pensar apenas na lgica
cldssica ou intuicionista), e dado que poderia ser preciso trabalhar com légicas
nao-cldssicas com uma quantidade infinita de conectivos 1égicos (principalmente
pelo fato de permitir a combinacao de uma quantidade possivelmente infinita de
l6gicas, obtendo como resultado uma légica com possivelmente infinitos conec-
tivos) definimos a seguinte nocao geral de assinatura proposicional.

Definicao 2.5 Uma assinatura proposicional é uma familia C' = {C), },en tal
que cada C,, é um conjunto, sendo que C,, N C,,, = ) se n # m. Os elementos do
conjunto C,, sao chamados de conectivos n-drios. Em particular, os elementos
de C sao chamados de constantes. O dominio de C' é o conjunto

€l = J{Cn : neN}.

Dadas duas assinaturas C!' e C?, dizemos que C! esta contida em C? (denotado
por C* C C?) se, para todo n € N, C! C C2. |



No processo de definicio das férmulas a partir de uma assinatura (assu-
mindo fixado de antemao o conjunto de varidveis proposicionais) utilizaremos,
por simplicidade de leitura, alguns sfmbolos auxiliares: parénteses ‘(" e ¢) e
virgulas ‘,’.

Definicao 2.6 Seja V = {p, : n € N} um conjunto fixo, cujos elementos sao
chamados de varidveis proposicionais. Seja C' = {Cy }nen uma assinatura. A
linguagem gerada por C' é o conjunto L(C) definido como sendo o menor dos
conjuntos X que satisfazem as seguintes propriedades:

e VCX;

eseneN ceChepr,...,on € Xentao c(pr,.-.,¢n) € X (em particular,
Co C X). n

Os elementos de L(C') sdo chamados de fdrmulas ou sentengas ou proposicioes
sobre C.

Observagao 2.7 Em termos de dlgebra universal podemos dizer que L(C') é
a dlgebra de tipo C' livremente gerada por V. Portanto, L(C) tem a seguinte
propriedade: se fp: V — A é uma fungdo, e A é uma algebra de tipo C (isto é,
A possui uma operacao n-aria ¢ : A™ — A associada a cada conectivo ¢ de C),)
entdo existe uma tunica extensao f : L(C) — A de fp que é um homomorfismo
de dlgebras de tipo C, isto é: para cada ¢ € C), e cada ¢1,...,0, € L(C),

fle(prs- oy 0n) = cA(f(@1), ..o, flon). E por esta raziao que, por exem-
plo, para definir uma valoragao da légica proposicional classica, basta definir

a valoragao apenas no conjunto das varidveis proposicionais: os valores para
as formulas complexas sao obtidos de maneira univoca aplicando as tabelas de
verdade. (Exercicio: explique o tltimo argumento). |

Exemplo 2.8 A assinatura C° consiste dos seguintes conectivos:

o C7 = {-} (negacao);

o OY = {V} (disjuncdo);

e CV=0sen#1,n+#2.
Logo |C° = {~,V} e L(C°) consiste no conjunto de férmulas que utilizam
apenas a disjuncao e a negagao. |
Exemplo 2.9 A assinatura C! consiste dos seguintes conectivos:

o Cf = {-} (negacao);

o Ci ={=} (implicagio);

e Cl=0sen#1,n+#2.



Logo |C'| = {~,=} e L(C') consiste no conjunto de férmulas que utilizam
apenas a implicagao e a negacao. |

Exemplo 2.10 A assinatura C? consiste dos seguintes conectivos:
o Cf = {~} (negagdo);
o C2 ={V,A\,=} (disjungdo, conjuncdo e implicacdo);
e C2=0sen#1,n#2.

Temos que |C?| = {—,V, A, =1}, e L(C?) é o conjunto de férmulas construido
a partir destes conectivos. |

Uma substitui¢do ¢ um homomorfismo de élgebras o : L(C) — L(C). Em
virtude da Observagao 2.7, é suficiente definir uma funcdo o : ¥V — L(C) para
se obter uma substituicao. A partir dos conceitos introduzidos, podemos definir
agora a nogao abstrata de sistema logico no estilo tarskiano.

Definicao 2.11 Uma ldgica proposicional é um par £ = (C,F) tal que C é
uma assinatura proposicional e - é uma relagdo de conseqiiéncia sobre L(C)
(ver Defini¢ao 2.2). £ é dita estrutural se satisfaz, para todo I' U {¢} C L(C):

(r4) se T F ¢ entdo o(T")  o(p) para toda substituicao o.
L é dita finitdria (ou compacta) se satisfaz, para todo I' U {p} C L(C):
(r5) se I'F ¢ entao T'y F ¢ para algum I'y C T finito.

L ¢é dita padrao se for estrutural e finitéria. [ |

Observagao 2.12 E importante observar que podem existir assinaturas C' #
C’ tais que L(C) = L(C"). (Exercicio: provar esta afirmacao.) Portanto, uma
légica deve ser caracterizada como um par (C, ) no lugar de um par (L(C), ),
por causa de propriedades tais como (r4). (Exercicio: provar que se uma légica
¢é definida como um par (L(C),F) entao a propriedade (r4) poderia estar mal
definida.) |

Duas légicas podem ser comparadas em termos de extensao da maneira seguinte:

Definicao 2.13

(1) Seja L = (C,Fr) uma légica, e seja C' C C. O C’'—fragmento de L é a ligica
Llcr = (C",Fg.,) emque bz, = N (p(L(C')) x L(C)). Isto significa que,
para todo I'U {o} € L(C'), I' ¢, @ sse I - .

(i) A légica L = (C',lz/) é uma extensdo forte de L = (C,Fz) se C CC' e



Fr Chlpr.

(#91) A légica L' = (C', /) é uma extensao fraca de L = (C,Fz) se C CC' e
k. o implica que 2/ ¢, para todo ¢ € L(C).

(iv) A légica L' = (C',Fz/) é uma extensao conservativa de L = (C,lr) se
cCcClel=LNc.

(v) A légica L' = (C',Fr/) é uma extensdo conservativa fraca de L = (C,F.)
se C CC' el @ssebyp o, para toda ¢ € L(C). [ |

A partir das defini¢bes anteriores o seguinte resultado é imediato (Exercicio).

Teorema 2.14

(i) Cada C—fragmento de qualquer 16gica (estrutural, finitdria, padrao) também
é uma ldgica (estrutural, finitdria, padrao).

(i) Toda légica £ é uma extensao conservativa de qualquer um dos seus C—
fragmentos.

3 Semantica de Traducoes Possiveis

Nesta segao o método conhecido como semdantica de tradugoes possiveis (ST P)
para combinar légicas sera brevemente descrito.

O conceito de ST P, introduzido em [Carnielli, 1990], esta baseado na idéia
de definir uma relacao de conseqiiéncia a partir da combinacgao de outras relagoes
de conseqiiéncia, pressumivelmente mais simples, através de tradugoes entre as
légicas. Desta maneita, como mencionado na Secao 1, as ST Ps podem ser
vistas em duas diregoes opostas: como um processo de decomposigao de légicas,
e como um processo de composicao de légicas.

A idéia bésica é a de considerar uma familia de l6gicas de maneira tal que
uma relacao de conseqiiéncia para uma nova logica pode ser definida através de
tradugoes entre uma linguagem fixa e a colecao de logicas dadas.

Precisamos previamente definir um conceito central na teoria de combinagoes
de 16gicas: o conceito de tradu¢do (ou morfismo) entre légicas.

Definicao 3.1 Sejam L; = (C;,Fr,) (para ¢ = 1,2) duas l6gicas, e seja f :
L(Cy) — L(C%) uma funcao.

(a) f é dita uma tradugdo entre L1 e Lo se preserva deductibilidade, isto é, para
todo T'U {¢} C L(Cy), I' k£, v implica que f(I") k., f(v).

(b) f é dita uma traducao conservativa entre L1 e Lo se, para todo T'U {p} C
L<Cl)>F|_L',1 p sse f(F) l_Ez f((p) n

Definigao 3.2 Seja £ = (C,F,) uma légica, e seja {L;};cr uma familia de
légicas tal que £; = (C;,F.,) para todo i € I. Um enquadramento de tradugoes
possiveis para L é um par P = ({L;}ier, {fi}ier) tal que f; : L(C) — L(C;) é
uma tradugdo entre £ e £;, para todo i € I. Dizemos que P = ({L; }icr, {fi}icr)

10



é uma semdntica de tradugdes possiveis para L (ou, mais sucintamente, uma
ST P) se, para todo I' U {¢} C L(C),

'k o sse fi(D) Fg, fi(p) paratodo i€ I.

O caso em que I é finito, digamos que I = {i ¢ N : 1 < ¢ < n}, pode ser
representado da maneira seguinte:

[:1 Ln

Assim, testar se I' b, ¢ equivale a realizar n testes: f;(T') k., fi(p) para
1<i<n.

Como foi mencionado anteriormente, uma ST P para uma logica £ pode ser
visto como uma maneira de decompor a légica £ na familia {£;},c; de logicas
através das traducgoes {f;}icr-

A seguir analisaremos dois exemplos de aplicagao de ST Ps.

Considere a assinatura C° tal que C7 = {—,0}; C9 = {V,A,=}; e C2 =10
sen # 1, n# 2. Seja For® = L(C°).

A 1égica mbC é definida sobre For® através dos seguintes axiomas-esquema
e regras de inferéncia:

Axiomas-esquema:

(Ax1) a= (8= «)

(Ax2) (a=f) = ((a= (B=17)) = (@=17))
(Ax3) a= (8= (aApP))

(Ax4) (aAp) =«

(Ax5) (anp)=(

(Ax6) a= (aVf)

(Ax7) 8= (aVp)

(Ax8) (a=17)= ((B=7)= (aVp)=1))
(Ax9) aV(a=p)

(Ax10) aV -«

11



(bel) oca= (a= (—a=03))
regra de inferéncia:

(MP) o a=p

B
Note que os axiomas (Ax1)-(Ax11) mais (MP) constituem uma ‘base subclassica’
para mbC (no sentido de que este fragmento de mbC estd contido na légica
proposicional cldssica). O axioma (bcl) expressa que uma contradigdo mais
o fato de que a férmula contraditéria é consistente (denotado por o) produz
uma explossdo. Este tipo de légicas paraconsistentes (em que a explossdo a
partir de uma contradicao deve ser apoiada na hipétese adicional de que a
férmula envolvida na contradi¢do é consistente) sdo chamadas de Ldgicas da
Inconsisténcia Formal (ver [Carnielli e Marcos, 2002] e [Carnielli et al., 2005b]).

A l6gica mbC é caracterizada semanticamente pela classe de todas as fungoes
v: For® — 2 (em que 2 := {0,1}, com 1 como unico valor designado) respei-
tando as seguintes clausulas:

vl) v(aAp)=1ssev(a)=1ev(B) =1,

2) v(aV B) =1ssev(a)=1ouv(8)=1;

3) v(a— F) =1ssev(a) =0ouv(f) =1,
v4) v(—a) =0 implica v(a) = 1;

5) w(oa) =1 implica v(a) = 0 ou v(—a) = 0.

(Veja [Carnielli et al., 2005b].) Tais fungoes (bivaloragoes) sdo chamadas de
mbC-valoragdes. Porém, a utilizagao desta semantica nem sempre resulta facil.
Por outro lado, também em [Carnielli et al., 2005b] foi demonstrado que mbC,
junto com vérias outras logicas da inconsisténcia formal, ndo podem ser carac-
terizadas por uma semantica de matrizes finitas. A anélise deste tipo de légicas
evidencia a utilidade das ST Ps.

Considere agora as seguintes tabelas-verdade a trés valores, em que T e t
sao os valores designados:

ANT|t|F vV |T|t|F
Tt ]|t ]|F Tt |t]|t
t|t|t|F t|t|t]|t
F|F|F|F Flt|t|F
= |T|t|F 1| 72| 01 | ©2
T|t|t|F T|F|F |t |F
t | t|t|F t | F |t F
Flt]|t]t F| T t t | F

Esta colegao de tabelas-verdade constitue uma matriz, que chamaremos My,
e sera utilizada como base para prover uma semantica de tradugoes possiveis
para mbC. Seja F’ 07“9\,[ a algebra de férmulas gerada por V sobre a assinatura

12



CMo de My, e considere o conjunto TRg de todas as funcoes * : For® — ForY,
obedecendo as seguintes clausulas:

(tr0) p*=p, sep €V

(trl) (a#8)* = (a*#0*), para todo # € {A,V,=};
(tr2)  (ma)* € {—1a”, m2a” L

(tr3) (oa)* € {o1a*, 09a*, 01(—ar)*}.

Dizemos que o par TPy = (Mg, TRo) é uma estrutura semdntica de tradugoes
possiveis para mbC. Se ':9\/1 denota a relacao de conseqiiéncia em My, a relagao
de conseqiiéncia sobre For® associada, =rp,, é definida como segue:

T =rp, ¢ sse [ EQ, ¢* para toda fungio * em TRy.

Teorema 3.3 [Correcao] Seja T'U{p} um conjunto de férmulas de mbC. Entao
I' Fmbe ¢ implica I' [=1p, .

Demonstracio: E suficiente provar que a colecao (finita) de todas as traducoes
possiveis de cada axioma produz tautologias nas matrizes de My e que todas
as tradugoes possiveis da regra (MP) preservam validade. (Exercicio.) |

Coroldrio 3.4 Para cada fungdao * em TRg seja L. = (CMo EQ ). Entao
TPSo = ({£+},cTR,> TRo) ¢ um enquadramento de tradugdes possiveis para
mbC. |

Para provar completude, isto é, que TPSy é de fato uma semantica de
tradugoes possiveis para mbC, a estratégia é provar que cada mbC-valoragao
v determina uma traducao * e uma valoracao w nas matrizes de Mg tal que,
para toda férmula ¢ de mbC,

w(p®) € {T,t} sse v(a)=1

e entao utilizar a prova de completude de mbC para bivaloracoes.
O resultado seguinte foi obtido em [Marcos, 2005]:

Teorema 3.5 [Representabilidade] Dada uma mbC-valoragdo v existe uma
traducdo * em TRg e uma valoracdo w em M, tal que, para toda férmula
i em mbC:

w(p®) € {T,t} sse v(p)=1.
|

Teorema 3.6 [Completude] Seja I' U {¢} um conjunto de férmulas em mbC.
Entéo I' =7p, ¢ implica I' Fmbe ¢.
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Demonstragdo: Suponhamos que I' [=1p, ¢, € seja v uma mbC-valoragéo tal
que v(T') C {1}. Pelo Teorema 3.5, existe uma tradugdo * e uma valoragdo w
em My tal que, para toda formula 5 em mbC, w(5*) € {T,t} sse v(f) =1. A
partir daqui, w(I'*) C {T,t} e entdo w(yp*) € {T,t}, porque I =rp, ¢. Entao
v(p) = 1. Isto é: para toda mbC-valoragao v, v(I') C {1} implica v(a) = 1.
Usando a completude de mbC com relagao a mbC-valoracoes obtemos que
I' Fmbe ¢, como era desejado. ||

A partir deste resultado, podemos checar validade para inferéncias em mbC
usando a SPT acima como mostraremos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.7 [Carnielli et al., 2005b] Provaremos que op Fmbe = (¢ A ¢) u-
sando semantica de tradugoes possiveis. Temos que, para cada tradugao * em
TR(),

(09)" € {o1(¢"), 02(¢"), 0171 ("), 0172(¢") },
(== A )" €{mi(—i (@) A@™) « 45 €{1,2}}
Seja * uma traducdo em TRg, w uma valoragdo em My, e D = {T,t}. Seja
= w(p"), y = w((op)*) e z = w((~(~9 A ¢))"), e suponhamos que y € D;
isto elimina a tradugdo (og)* = oa(p™) pois og(x) ¢ D. Para provar que z € D
devemos analisar os seguintes casos:

1. (o@)* = o1(p*). Entéo o1(x) € D, logo = € {T, F'}.

(a) z =T. Entéo —;(z) = F (j € {1,2}), logo —i(—;(z) A z) € D para
i,j € {1,2}.

(b) x = F. Entéo (—j(z) Ax) =F (j € {1,2}), logo —i(—j(x) ANz) € D
para i,j € {1,2}.

2. (op)* = o111 (¢*). Entao (—p)* = —1(¢*) e oy—1(x) € D, logo —1(x) €
{T,F} e z=—;(—1(x) A x).

(a) —1(xz) =T. Entdao z = F e a prova é como em (1b).

(b) —1(z) = F. Neste caso a prova é como em (la).

3. (op)* = o1a(p*). Entao (mp)* = —2(p*) e o1—a(x) € D, logo —o(z) €
{T,F} e z=—;(—2(x) Azx). A partir da tabela-verdade para —2 obtemos
que —2(x) = F, e a prova é como em (la).

Isto prova o resultado desejado. Por outro lado, podemos provar que a reciproca
=(=¢p A ) Fmbc op nao é verdadeira em mbC. Para uma dada tradugdo * em
TRg e uma valoragdo w em My, definamos como antes © = w(¢*), y = w((op)*)
e z = w((=(~¢ A ¢))*). E suficiente considerar ¢ como sendo uma varigvel
proposicional p, e escolher x e w tais que z = F, e (op)* = o3(p*). Entao
z € D e y = F. Para obter outro (contra)exemplo, tome x = ¢, (—=(—p A p))* =
—2(2(p") A7) e (o)™ € {o1()"; 01(m2¢)" }- u
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Este exemplo mostra que as seméanticas de traducoes possiveis oferecem um
método de decisao imediato para qualquer légica L que é correta e completa com
relagdo a um enquadramento de tradugoes possiveis da forma TP = (M, TR),
em que M é decidivel (por exemplo, se M é uma légica matricial finita) e TR
é recursivo. De fato, dada uma férmula ¢, para testar se ¢ é um teorema de L
é suficiente considerar as (neste caso, finitas) tradugdes possiveis de @, e checar
cada férmula traduzida nas correspondentes matrizes finitas. Questoes sobre a
complexidade de tais métodos de decisao poderiam ser respondidas se levando
em conta a complexidade das tradugoes e das matrizes envolvidas. No exemplo
anterior, é imediato observar que o método de decisao de mbC é NP-completo:
de fato, existe uma traducao conservativa de CPL a mbC computdvel em tempo
polinomial (ver [Carnielli et al., 2005b]).

Finalizamos esta segao com outro exemplo de ST Ps aplicado a ldogicas da
inconsisténcia formal. Seja Ci a légica obtida de mbC acrescentado os axiomas-
esquema seguintes:

(Ax11) ——a =«

(ci) —oa = (aA-a)

O axioma (Ax11) ainda é ‘subcléssico’. Por outro lado, o axioma (ci) expressa
uma rela¢do entre inconsisténcia (isto é, nao-consisténcia) e contradicdo. Ne-
nhum destes axiomas vale em mbC. (Exercicio: provar esta afirmacao usando a
STP acima). Seja Mj a colegao de tabelas-verdade obtida de Mg eliminando
as tabelas de =5, 01 e 09, colocando no seu lugar as tabelas-verdade abaixo.

-3 | o3
T|F | T
t t | F
F|T\|T

Os valores distinguidos sao os mesmos que em M. Considere o conjunto TR;
de todas as fungdes * : For® — Forj, obedecendo as cldusulas (tr0) e (trl)
acima, mais as seguintes:

(tr2)  (ma)* € {—1a*, ~3a*};
(tr3)"  (oa)* € {oza”, 03(-a)" L

(tr3)"  se (ma)* = —1a* entdo (oa)* = og(—ar)*.

Pode entao ser provado o seguinte resultado:

Teorema 3.8 Para cada fungio * em TRy seja £, = (C*1 F} ). Entdo
TPS, = <{‘C*}*ETR1 , TR1) é uma semantica de tradugdes possiveis para mbC.
|
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4 Fibrilacao de Gabbay de légicas modais

Nesta secao analisaremos brevemente a semantica de fibrilacao de 16gicas modais,
como foi originalmente apresentada no artigo [Gabbay, 1996] (veja também o
livro [Gabbay, 1999]). Com a intencao de simplificar a apresentagao, nos mode-
los de Kripke nao consideraremos a mencao do mundo atual, contrariamente ao
que foi feito nos trabalhos de Gabbay acima mencionados.

A idéia bésica de Gabbay é a seguinte: suponhamos que temos duas logicas
modais, £1 e Lo, cada uma com modalidades [y, {1 e Og, Oo, respectivamente,
que desejamos combinar para obter uma logica £ que contenha as duas. 1)
possivel que cada uma destas légicas também tenha outros conectivos na sua
assinatura (por exemplo — e =), mas estes conectivos serdo identificados no
processo de combinacao. Sejam K1y e Ko as classes de modelos de Kripke das
logicas L1 e Lo, respectivamente. Seja o = ¢10op uma férmula da linguagem
(mista) de L. Pelo fato de que o tem como conectivo externo a modalidade ¢4
da logica £, entao podemos comegar a andalise semantica de a com um modelo
de Kripke m; = (W1, Ry, h1) de Kr1. Dado que Op nao é uma férmula da
linguagem de £; (e portanto nao pode ser reconhecida pelo modelo m;) entao
a deve ser tratada, do ponto de vista de £;, como sendo uma férmula da forma
O1q em que ¢ = Lop é uma férmula atomica. Assim, se w’ € Wi entao my Iy o
sse existe w € W1 tal que w' Ryw e my Ik, Oap. Neste ponto nao sabemos como
avaliar Oop, dado que Oy nao pertence a linguagem de £;. Porém, o tinico que
precisamos é uma resposta ‘sim’ ou ‘nao’.

A fibrilacao consiste entdo em associar, a cada w € W7, um mundo w” de
um modelo my = (W3, RY hY) de Kra, e definir o seguinte:

my lFy Oap sse my Iy Oap.

A expressdao do lado direito do ‘sse’ agora faz sentido, pois Clop estd escrita
na linguagem correta. Evidentemente podemos trabalhar de maneira simétrica,
associando a cada mundo w de cada modelo ms de Kry um mundo w” de um
modelo m}’ de Kr; que permita calcular o valor de verdade, no modelo my de
Kry, de uma férmula cujo conectivo externo é uma modalidade de £;. Em ter-
mos formais, temos o seguinte (a seguir, trabalharemos apenas com operadores
de necessidade; a adaptacao para operadores de possibilidade é ébvia):

Defini¢ao 4.1 Uma assinatura modal é uma assinatura C tal que C, = {—,0};
Cy={=}C, =0,sen #1, n# 2. Un modelo de Kripke é um triple
m = Wy, R, hm) tal que:

e W,, é um conjunto nao-vazio (dos “mundos possiveis de m”);
o R, CW,, x W, (a “relagdo de accessibilidade de m”);
® hy 1V — p(W,,) é uma fungao (a “m-valoragao”).

Uma semantica de Kripke ¢ uma classe Kr de modelos de Kripke. |
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Fixada uma assinatura modal C' e uma semantica de Kripke Kr, podemos
definir uma relacao de conseqiiéncia g, em C' de maneira usual, como veremos
a seguir:

Definigao 4.2 Seja C' uma asinatura modal e seja K1 uma seméntica de Kripke.
(i) Dado m € Kr e w € W,,, dizemos que m satisfaz a férmula ¢ no mundo
w (simbolizado por m Ik, @) se as condi¢oes usuais valem. Em particular, se
p €V, mlky, @ sse w € hy(p); e se o =Y entdo m Ik, @ sse, para todo
w’ € Wy, tal que wR,w’, vale que m Ik 1.

(ii) Dizemos que m satisfaz ¢ (denotado por m Ik ¢) se m Ik, ¢ para todo
mundo w € W,,.

(ii) A relagdo de conseqiiéncia kg, C p(L(C)) x L(C) é definida como segue:
dado T'U {¢} C L(C), dizemos que ¢ € uma conseqiiéncia de I' com relagio a
Kr (denotado por I' bk, ¢) se, para todo modelo m € Kr tal que m I+~ (para
todo v € '), entdao m I+ . |

Uma Idgica modal é uma 16gica £ = (Cr,Fr) tal que Cr é uma assinatura
modal e -y = g, para alguma semantica de Kripke Kr. Toda légica modal é
uma logica estrutural no sentido da Definigao 2.11.

E importante observar que a relacao de conseqiiéncia de uma légica modal
pode ser obtida a partir de diferentes semanticas de Kripke: por exemplo, a
légica modal S5 pode ser obtida através de Krq (a seméantica de Kripke tal que
cada relagdo R,, é uma relagdo de equivaléncia) ou através de Kry (em que
as relagbes R,, s@o arbitrarias). Esta observacao é relevante, pois a fibrilagao
de 16gicas modais (a ser definida a seguir) depende nao apenas das relagoes
de conseqiiéncia das légicas envolvidas, mas também das semanticas de Kripke
dadas. Portanto, a partir de agora uma logica modal sera representada por um
par L = (Cz, Kr) no lugar de um par (Cr, b gp).

Definicao 4.3 (Gabbay) Sejam L£; = (C;, Kr;) (i = 1,2) duas 1dgicas modais.
(i) A assinatura fibrilada C® de L1 e Lo é definida por: Cf@ = {-,0,,0:};
CP={=};C® =0 paran#1,n#2.

(ii) Um modelo fibrilado de Kry e Krq é um triple (f, g, h) tal que

o f: (&JmeKn W) — (LﬂmeKT,Q W) é uma fungao;
e g: (ijmeKT2 W) — (Lﬂmekrl W) é uma funcao;
o h:V—p(W) é uma funcao.

Aqui, W = (Werer, Won) © (1
conjuntos.

(iii) A estrutura fibrilada de Kr1 e Kro (simbolizada por Kr;®Kra) é o conjunto
de todos os modelos fibrilados de Kr; e Kra.

(iv) A relacdo de conseqiiéncia Frrerr, C p(L(Cg)) X L(Cg) é definida a

partir da nogao de satisfagdo (f,g,h) Ik, @ (para (f,g,h) € Kr1 ® Kry, w € W
e ¢ € L(Cg)) da maneira esperada. Os Unicos casos relevantes sao os seguintes:

W), e |t denota a unido disjunta de

meKr; meKro
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e Sew € W,, e m € Kry entdo (f,g,h) by 019 sse (f,g,h) Ik 9 para
todo w' € Wy, tal que g(w) Ry w';

e Sew € W,, e m € Kry entdo (f,g,h) Ik 020 sse (f,g,h) Ik 9 para
todo w' € Wy, tal que f(w)Rw'.

(v) A l6gica Lo = (Cg,Frri@kr,) é chamada de fibrilagao de L1 e L. |

Note que Lg é uma logica no sentido da Defini¢ao 2.11.

Observagao 4.4 Dado que na definicao de fibrilagao consideramos unices dis-
juntas de conjuntos de mundos, entdao g(w) identifica um tnico modelo m' =
(Wi Ry b)) de Ky tal que g(w) € W, para todo w € Wy, e m € Kra.
Da mesma maneira, se w € Wy, e m € Kry entdo f(w) identifica um tnico
modelo m’ = (W, Ry, hyr) de Kro tal que f(w) € Wy,,. Isto justifica a
Definicao 4.3. ]

Exemplo 4.5 Seja £; a logica modal T. Entao, Kr; pode ser tomado como a
classe de todos os modelos m tais que R, é reflexiva. Seja Lo a légica temporal
VW de von Wright (em que Cyw significa “em todo instante futuro”). Neste
caso Kry pode ser tomado como a classe de todos os modelos m tais que W,,, = N
e R,, é uma ordem total. A assinatura fibrilada é portanto C® tal que |C®| =
{—,07,0vw,=}. Sejam (f, g, h) um modelo fibrilado, m € Kry, w € Wy, e ¢
a férmula Oyw (O1q = p), em que p e g sdo varidveis proposicionais. Entao:

(f,9:h) Ik Oyw(Org = p) sse (f,g,h) Ik Opg=p

para todo w' € Wy, tal que f(w)R, w'. Por outro lado, se w' € W,, e
m’ € Kry entao (f,g,h) Ik Orpg = p sse w’ € h(p) ou w”’ & h(q) para algum
w” € Wy tal que g(w')Ryprw”. [ |

A 16gica Lg é uma extensdo fraca de £1 e Lo (isto é, preserva somente as
tautologias, veja a Definigdo 2.13). Em geral a fibrilacio nao é uma extensao
conservativa de £1 e L5. Na Se¢do 6 veremos um método para combinar légicas
com semantica de matrizes inspirado na metodologia de Gabbay, denominado
fibrilagao bdsica de matrizes. Neste método, as logicas obtidas sao sempre uma
extensao conservativa das logicas dadas (desde que estas sejam nao-triviais).

5 Fibrilagcao categorial

Os artigos originais de Gabbay nao apresentavam uma metodologia geral para
combinar 16gicas (embora ele afirmasse o contrdrio). A relagao entre as légicas
dadas e a légica obtida por fibrilagdo também nao ficava clara na leitura destes
textos (é £ uma extensao conservativa de £1 e L£57 é £ uma extensdo conser-
vativa fraca de £1 e £o7).
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A partir dos trabalhos seminais do Grupo de Légica do IST de Lisboa, lide-
rado por Amilcar Sernadas, for introduzida uma definicao geral de fibrilacao,
utilizando a poderosa linguagem da Teoria de Categorias, de maneira tal que
a relagao entre a logica obtida pelo processo de fibrilacao e as légicas dadas
ficou muito mais clara. De fato, a légica fibrilada categorialmente satisfaz uma
certa propriedade universal, por se tratar de uma construcao categorial numa
categoria especifica (a categoria na qual as l6gicas estdo sendo representadas).

Esta metodologia trouxe também a seguinte vantagem: pelo fato de definir
a fibrilacao como uma construgao categorial, esta construcao pode ser realizada
em diferentes categorias de sistemas logicos, de maneira que a caracteristica
de universalidade da construgao é mantida. Este tipo de vantagens justifica a
utilizacao da linguagem da Teoria de Categorias no desenvolvimento da légica
atual (embora a importéncia de aplicar esta linguagem para o estudo da lgica
ainda nao conte com o reconhecimento e a aprovagao de muitos especialistas,
que olham com receio e desgosto para esta terminologia). Para o leitor interes-
sado em aprender os conceitos basicos de Teoria de Categorias recomendamos
o excelente texto introdutdrio [Goldblatt, 1984].

Dado que estas notas representam o contetiddo de um breve tutorial, e as-
sumindo que varios dos leitores nao conhecem ainda as definigdes basicas de
Teoria de Categorias, descreveremos as técnicas de fibrilacao categorial através
de exemplos, sem entrar nos detalhes técnicos. Apenas mencionaremos, para
quem conhece a terminologia, as operagoes e os conceitos categoriais que estao
sendo utilizados. O leitor interessado em estudar em detalhe as defini¢oes de
fibrilacao categorial é convidado a ler o artigo seminal [Sernadas et al., 1999]
(ver também [Zanardo et al., 2001], [Caleiro et al., 2003], [Coniglio et al., 2003]
e [Caleiro et al., 2005]).

O primeiro passo na construgao da fibrilacdo categorial é definir formal-
mente o conceito de morfismo (ou aplicagdo) entre assinaturas: existem vérias
possibilidades, a mais simples (e bem comportada, desde o ponto de vista das
propriedades que satisfaz) é a seguinte:

Definicao 5.1 Sejam C' e C? duas assinaturas. Um morfismo de assinaturas
h de C' em C?, denotado por CliCQ, é uma familia de funcoes h,, : C} — C2,
para n € N. Dados ot ho? e 02203, a composi¢ao C" 3 de he W 6o
morfismo dado pelas fungdes (b’ o h),, = h';, 0 hy,.

A idéia de morfismo de assinaturas é a de associar, a cada conectivo n-ario da

primeira assinatura, um conectivo n-ario da segunda assinatura. Um morfismo
.02 induz uma tnica funco h : L(C1) — L(Cy) tal que h(p) =p (sep € V)

o~ ~

e tal que h(c(@1, .- ¢n)) = hn(c)(h(p1), ..., h(pn)), se ¢ € C. Observando
que a familia ido formada pelas fungoes identidade (id¢), = idc, é um mor-

fismo OS¢ para toda C, obtemos uma categoria denominada Sig (consultar
a definigdo de categoria em [Goldblatt, 1984]).
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As logicas estudadas pelo grupo de Lisboa foram principalmente sistemas
l6gicos apresentados através de axiomas e regras de inferéncia, isto €, sistemas
de tipo Hilbert.

Definigao 5.2 Um sistema de Hilbert é um par H = (C, R) tal que C' é uma
assinatura e R é um conjunto de pares da forma (T, ¢) tal que I' U {¢} é um
conjunto de férmulas de L(C). Os elementos (T, p) de R sdo chamados de regras;
se I' = () entao a regra é chamada de azioma.

O conceito de derivagao num sistema de Hilbert H é o usual, observando que
permitimos utilizar substitui¢oes aplicadas nas regras. Assim, de um axioma
(B, (p1 = (p2 = p1))) podemos inferir (p = (¥ = ¢)) para todas as férmulas
w, % € L(C). Por outro lado, de ¢ e (p = 1) obtemos 1 aplicando a regra
{{p1, (p1 = p2)},p2) de Modus Ponens, para todas as férmulas ¢, € L(C). Se
k4 denota a relagdo de conseqiliéncia sobre C' obtida de H (em que T b ¢ sse
existe uma derivagao de ¢ a partir de I' utilizando as regras de H) entdo Ly =
(C,F%) é uma légica padrao (veja a Definigao 2.11). (Exercicio: provar que Ly
satisfaz as propriedades (rl)-(r3) da Defini¢ao 2.2, e (r5) da Definigao 2.11; se for
corajoso, tente provar que também satisfaz a propriedade (r4) da Defini¢ao 2.11.)

Um morfismo H, ﬁ>7—(2 entre dois sistemas de Hilbert é definido como sendo

um morfismo C1 502 entre as assinaturas subjacentes tal que a fungao asso-
ciada h : L(C1) — L(C3) é uma tradugdo entre as légicas L3, € Ly, (veja a
Defini¢ao 3.1). (Exercicio: provar que h é um morfismo entre H; e Ha sse, para
cada regra (I', ¢) de Hi, temos que ?L(F) Foe, iAL(ga))

Dado que o morfismos identidade idc de Sig sdo morfismos de légicas (E-
xercicio), obtemos uma categoria de sistemas de Hilbert, denominada Hil.

O primeiro passo para definir a fibrilagao em Hil é a seguinte: dados sistemas
de Hilbert H; e Hs, geramos a assinatura fibrilada: esta assinatura consiste
na unido disjunta dos conectivos das assinaturas C! e C? de H; e Hy. Esta
assinatura nada mais é do que a assinatura C' @ C? (a unido disjunta de C*
e C?), definida como segue: (C' @ C?),, = Cl W C2 para todo n € N, em que
AW B denota a uniao disjunta dos conjuntos A e B. Tecnicamente, C' @ C? é
o coproduto de C* e C? na categoria Sig. Sejam C;>C' @ C? e CL2C @ C?
0s morfismos canénicos (ou imersoes). Via estes morfismos podemos considerar
que C* C C* @ C?, para i = 1,2 (veja a Definigao 2.5).

Uma vez que definimos C! @ C?, consideramos as regras de H; e Ho, mas
agora “traduzidas” via as imersoes candnicas: fazemos isto para re-escrever as
regras na assinatura C' @ C?. Desta maneira, uma regra r = (T, ) de H;
(escrita, portanto, na assinatura C1) é traduzida na regra i1 (r) = (i1(I'), 71 (¢))
(escrita na assinatura C' @ C?). Analogamente, obtemos uma traducdo is(r)
de cada regra r de Hs para a assinatura C' @@ C2.

Definicao 5.3 (Sernadas et. al) Sejam H; = (C', R;) e Ha = (C?, Ry) dois
sistemas de Hilbert. A fibrilacdo categorial (irrestrita) de H; e Ha, denotada
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H1 P Ha, é definida por

Hi@PHe = (C*EPC? {ia(r) : 7€ Ri}U{ia(r) : 7€ Ry}).

Tecnicamente, pode ser provado que Hy P Ha é o coproduto de H; e Ha na
categoria Hil. Isto significa o seguinte:

o Ly, g@n, estende as logicas Ly, e Ly, (através das imersoes), isto é:
Se I' 3, ¢ entdo /z'\l(I‘) @ Ho ih (¢), e analogamente para Hs; logo,
H1SH @ H? e Hy2H' @ H? sdo morfismos em Hil (Exercicio: provar
estas afirmagoes);

e Se H é um sistema de Hilbert, e H; B e HggH sao morfismos em Hil,

<. . h . .
entdo existe um nico morfismo H; € Ho—H em Hil tal que o diagrama
abaixo comuta.

" \ / .
Hi D Ho
J1 J2
h
H

A propriedade universal satisfeita por H! @ H? mostra que a fibrilacio é a
menor das extensoes de H; e Hay na assinatura C1 @ C?%. Com efeito, se H é

definido sobre C* @ C? tal que H15H e Ho-2H sdao morfismos em Hil, entéo a

ot g o2

identidade idc1 gy ¢» induz um morfismo Hy @H, — H em Hil. Ou seja,
L3 é uma extensao forte de Ly, gy, (ver Definicdo 2.13).

Exemplo 5.4 Consideremos novamente a légica da inconsisténcia formal Ci,
definida sobre a assinatura C° tal que |C°| = {—,0,V,A,=} e For® = L(C®)
(veja a Secdo 3). Seja Hci o sistema de Hilbert representando Ci. (Exercicio:
escrever detalhadamente Hc;.)

Considere a l6gica modal T. Isto significa que T é definida na assinatura
CP tal que CF = {0,-}; CF = {=}; e CY =0 sen # 1, n # 2. Seja
ForY = L(CP). Os axiomas e regras do sistema de Hilbert Hr sdo os axiomas
(Ax1)-(Ax2) da légica Ci, a regra (MP) mais os seguintes:

(Ax12) (=p1 = p2) = ((-p1 = —p2) = p1)
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(Ax13) O(p; = p2) = (Op1 = Up2)
(Ax14) Opy = py

P1
Nec) —
(Nec) O

Evidentemente, dado que a regra de necessitacdo (Nec) é global (isto é, so-
mente se aplica de maneira logicamente correta a teoremas), entdo o conceito
de derivagdo na ldgica associada Ly, s6 faz sentido para teoremas (como, alids,
acontece em quase toda logica modal): sé interessam as derivagoes da forma
Fir ¢, isto é, com conjunto vazio de premissas.

Calcularemos agora a fibrilacdo Hci @ Hr. A assinatura fibrilada C° @@ cU
é visualizada através do seguinte diagrama (para simplificar, escreveremos os
dominios das assinaturas no lugar das préprias assinaturas):

{/\13 \/17:>13 -1, 01, 712, =2, DQ}

{/\,\/,:>,_|,O} {_'7:>aD}

O sistema de Hilbert Hc; €@ Hr, definido sobre a assinatura C° € C’D, consiste
na colecao formada pela tradugao das regras e axiomas de cada sistema para
a nova assinatura. Assim, por exemplo, Hci € Hr contém como regras duas
versoes de (MP) e a seguinte regra de necessitagao:
P1, P1 =1 P2
b2
P1, P1 =2 P2
b2
P1
Uops

(MP),

(MP),

(Nec)s

Estas regras sdo aplicadas através de substitui¢oes na linguagem nova. Assim,
do teorema de Ci (traduzido) (o1p1 A1 p2) =1 o1p1 obtem-se o teorema (na
linguagem mista) Oa((01p1 A1 p2) =1 01p1), aplicando (Nec)s. E na légica fibri-
lada s&o obtidas também instancias novas (mistas) dos axiomas de cada légica,
por exemplo [opy =1 (Oapy Vi p2) e Oa(—2p1 A1 o1pa) = (—2p1 A1 01p2).
Isto mostra as interagbes que surgem entre as regras das légicas dadas na
nova légica obtida por fibrilagdo. Deve ser observado que, em Hce; P Hr,
as negagoes —1 € T NAo sao equivalentes: a primeira é paraconsistente, en-
quanto que a segunda é classica. Por outro lado, as implicagoes =1 e =5 sao
equivalentes em He; @ Hr. Assim, esta légica, que chamaremos de Ci?, con-
siste basicamente na logica T junto com uma negacao paraconsistente e um
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operador de consisténcia (no sentido da légica Ci). E possivel definir uma
semantica de tipo Kripke adequada para esta logica, com as técnicas introduzi-
das em [Carnielli et al., 2005a]. |

O exemplo anterior sugere que as vezes, ao combinar duas logicas, gostariamos
de identificar alguns conectivos, dado que sabemos que eles tem o mesmo com-
portamento (no caso anterior, poderiamos compartilhar no processo de fibrilagao
a implicacdo =). Isto d4 origem & técnica conhecida como fibrilagdo restrita
pelo compartilhamento de conectivos (cf. [Sernadas et al., 1999]).

Para entender esta técnica, devemos primeiro generalizar o conceito de assi-
natura contida em outra, C! C C? (ver Definicao 2.5). Assim, dadas duas assi-
naturas C! e C?, dizemos que C' é uma subassinatura de C? se existir um

morfismo C1 50?2 tal que hy, é uma funcio injetora, para todo n € N (tecni-
camente, exigimos que h seja um monomorfismo na categoria Sig). Assim, C'!
¢ uma subassinatura de C? sse existe uma ‘copia’ de C'' dentro de C?. Por
exemplo, C'! e C? sdo subassinaturas de C' @ C? via os morfismos canénicos
i1 € i5. Se C' é uma subassinatura de C? via h escreveremos alternativamente
Cl‘LC’2 no lugar de o2 (esta notagao ja foi utilizada no Exemplo 5.4).

A fibrilacao restrita parte da seguinte informacao:

1. Dois sistemas de Hilbert Hy = (C!, Ry) e Ha = (C?, Ry);

2. Uma assinatura C' que é subassinatura de C! e C via dois (mono)morfismos
~ ks ~ ks
C—Cl e C=C2

C
VN
ct C?

Uma configuragio (diagrama) como no item (2) é chamada de restri¢do ou
compartilhamento de conectivos, e é representada por D. Com esta informagao
dada, calculamos a fibrilagao Hi; P Ha = (C* @ C? R) de Hy e Ha (veja a
Definicao 5.3). Consideramos a seguir a assinatura C obtida de D identificando
em (C1 @ C?),, os conectivos (i10k1),(c) e (i20ks),(c), paracadac € Cp, n € N
(lembrando que i e is s@o as imersdes canonicas). Assim, cada conjunto C,, é o
quociente do conjunto (C* @ C?),, com relacio & menor relagao de equivalencia
definida em (C! @ C?),, que identifica todos os conectivos da forma (i1 0 k1), (c)
e (iy 0 kg)n(c), com ¢ € Cp. Seja C*@ C?2LC o morfismo de assinaturas tal
que cada ¢, é a projecdo candnica de (C' @ C?),, no conjunto quociente C,,.
Temos portanto um diagrama em Sig da seguinte forma:
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C
/ (X
Cl\ /C

clpe?

2

Tecnicamente, C (junto com o morfismo ¢) formam o coequalizador (em Sig) do
i10kq

diagrama ¢ ctepe?.
igokz

Finalmente, a fibrilagao de H; e Ho restrita ao compartilhamento de conec-
D
tivos D, denotada por H;PHa, é o sistema de Hilbert

H1®H2 = <C’ {E]\(’I‘) Lre R}>’

lembrando que R é o conjunto de regras do sistema H; € Ha. Pode ser provado
D
(ver [Sernadas et al., 1999]) que ¢ é, de fato, um morfismo Hy @ Ha—-H1PHo
D

em Hil tal que H; P H2 é o “minimo” sistema de Hilbert definido pela assinatura
C e o morfismo ¢, no sentido seguinte: dados H' = (C’, R'), um morfismo

H1 @D HoH' em Hil e um morfismo CL0" em Sig tal que o diagrama

crper—¢

RN

Cl

comuta em Sig (isto é, tal que ¢ = h o q), entdo h resulta ser, de fato, um
morfismo em Hil comutando em Hil o diagrama abaixo.
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Em particular, se H' = (C, R’) é um sistema de Hilbert tal que ¢ induz um

morfismo Hy € Ho LH’ em Hil, entdo a identidade C"S ¢ induz um morfismo

D
H1DHSH em Hil.

Tecnicamente, a fibrilagao restrita consiste do seguinte: consideramos em
primeiro lugar o funtor esquecimento' N : Hil — Sig, que associa a cada
sistema de Hilbert a sua assinatura e associa a cada morﬁgmo de sistemas de

Hilbert o morfismo de assinaturas subjacente. Assim, H1PH2 é o codominio
da elevacao cocartesiana (cocartesian lifting) de ¢ através do funtor N : Hil —
Sig (a definicao de cocartesian lifting pode ser consultada, por exemplo, em
[Barr e Wells, 1990]).

Exemplo 5.5 Voltemos ao Exemplo 5.4 da légica Ci’. Suponhamos que a
légica Ci esta definida numa assinatura com dominio {M,U, —, -, 0} enquanto
que T estd definida numa assinatura com dominio {N,U, D, ~,O} (isto é, os
conectivos classicos de conjuncao e disjungao agora aparecem explicitamente na
linguagem de T). Como mencionamos anteriormente, na fibrilacdo de Ci com
T seria conveniente compartilhar os conectivos de implicagao, conjungao e dis-
jungao, dados que eles tém o mesmo comportamento nas duas légicas. Assim,
podemos considerar o seguinte compartilhamento de conectivos D:

{nV, =}

{|_|,L|7—>,‘|7 O} {O,U,D,N,D}

A construgdo da assinatura C descrita anteriormente toma agora a seguinte
forma:
{n,V,=}
k1 ko

{H’U’_)’ _|7 O} {m’ U’ D7N7 D}

{mlv ulv_)la —|1,01,ﬁ2,U2, 327N27D2}

{/_\7 \_/’ 3’ :" 6’ f;’ ‘j}

1 Forgetful functor, no original em inglés. Veja por exemplo [Goldblatt, 1984].
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Em C temos que My e Ny sao identificados, produzindo a classe de equivaléncia
(conectivo) A. Da mesma maneira, L} e Uy sdo identificados, produzindo o
conectivo V. Os conectivos —1 e Do também sdo identificados, produzindo o
conectivo =. Finalmente, -1, o1, ~o e [y sd@o mapeados através de ¢ nos
conectivos =, 6, ~ e [, respectivamente. (Exercicio: confira estas afirmacoes.)
Observe que no sistema de Hilbert obtido pela fibrilagdo restrita a D (que é
uma versio alternativa de Ci’ escrita na assinatura C') temos agora uma Unica
regra de Modus Ponens:

(MP) P1, P1 =1 D2

(Exercicio: escrever as regras do sistema de Hilbert obtido.) |

Apos as definigoes e os exemplos que acabamos de estudar, o leitor poderia
fazer a seguinte observagao pertinente: se a fibrilacao introduzida por Gabbay
¢ um método puramente semantico (de fato, algumas vezes chama-se de fibred
semantics), por que chamar de ‘fibrilagdo’ os métodos de combinagao categorial
de sistemas de Hilbert estudados nesta secao? No caso da fibrilacao de Gabbay
estamos combinando légicas apresentadas semanticamente, enquanto que na
fibrilagao categorial estamos combinando légicas apresentadas sintaticamente...

Esta critica é, por um lado, valida, mas é facil achar uma solucao para o
problema suscitado: poderiamos chamar a fibrilagao de Gabbay de ‘fibrilagao
semantica’, enquanto que os dois tipos de fibrilagdo categorial (irrestrita e res-
trita) poderiam ser chamados de métodos de ‘fibrilacao sintdtica’.

Por outro lado, existe uma motivo mais profundo para denominar de ‘fi-
brilagao’ as técnicas categoriais: o que interessa aqui é o conceito de construgao
categorial universal que caracteriza as duas técnicas de fibrilacao, irrestrita e
restrita: no primeiro caso, é um coproduto na categoria Hil. No segundo caso,
uma vez provado que o funtor esquecimento N : Hil — Sig é uma cofibragéo (no
sentido de que podem ser feitas todas as elevacoes cocartesianas de morfismos

em Sig da forma N ('H)lC) entdo a fibrilagdo restrita é obtida como a elevagao
cocartesiana de um morfismo apropriado na categoria Sig das assinaturas.

A generalizacao destes processos para outras categorias de sistemas logicos,
tais como sistemas 16gicos apresentados semanticamente (por exemplo, através
de semanticas de Kripke) ou inclusive para sistemas 16gicos apresentados apenas
através de uma assinatura acompanhada de uma relagao de conseqiiéncia (como
aqueles apresentados na Definigao 2.11) sdo perfeitamente possiveis. De fato, e-
xistem diferentes trabalhos em que as técnicas de fibrilagao foram aplicadas para
outras categorias de sistemas 16gicos: no artigo original [Sernadas et al., 1999]
foram aplicadas as mesmas técnicas (coproduto e elevagdo cocartesiana) para
definir fibrilagoes irrestritas e restritas de sistemas 1égicos apresentados através
de semanticas algébricas (que generalizam, dentre outras, as semanticas de
Kripke), chamados de sistemas de interpretagdo. Estos sistemas, junto com
uma nogao apropriada de morfismo, de composicao de morfismos e de morfis-
mos identidade, configuram uma categoria denominada Int. Assim, a fibrilacao
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de dois sistemas de interpretacao nada mais é do que o coproduto dos sistemas
(uma vez que é demonstrado que a categoria Int possui coprodutos finitos). Por
outro lado, para construir as fibrilagoes restritas, é preciso provar que o funtor
esquecimento N’ : Int — Sig é cocartesiano; com esta informacao, podemos
reproduzir mutatis mutandis a construcao da fibrilagao irrestrita realizada em
Hil, mas agora na categoria Int. A propriedade de ‘minimalidade’ da légica
obtida é exatamente analoga aquela apresentada pelas logicas definidas pela
fibrilagao restrita em Hil.

Por outro lado, em [Zanardo et al., 2001] foi estendido o método de fibrilagao
categorial para logicas de primeira ordem (apresentadas sintaticamente como
sistemas de Hilbert, e semanticamente, de maneira andloga a categoria Int). Um
sistema l6gico foi definido como sendo completo se possui duas apresentacoes,
uma sintatica e outra semantica, que originam a mesma relagao de conseqiiéncia.
Um teorema geral de preservacao de completude através de fibrilagoes foi obtido,
para sistemas 16gicos satisfazendo certas condigoes adicionais.

Em [Coniglio et al., 2003] estas técnicas e resultados foram generalizados
para légicas de ordem superior, escritas em linguagens polissortidas incluindo
modalidades e binding operators (tais como lambda-abstracao). A seméantica
para estas légicas foi obtida generalizando a seméantica usual em topos, de
maneira de poder interpretar modalidades.

Finalmente, em [Caleiro et al., 2003] foi abordada a problemética de fibrilar
(utilizando os mesmos métodos categoriais) légicas que possuem conectivos com
semantica nao vero-funcional.

Para o leitor interessado, em [Caleiro et al., 2005] sao descritos os principais
resultados e aplicacoes das técnicas e fibrilagao categorial até 2004.

Vemos portanto, retomando a nossa discussao no inicio desta secao, que a
utilizagao da linguagem da Teoria de Categorias contribui na andlise conceitual
dos problemas, permitindo definir conceitos gerais que podem ser aplicados em
diferentes instancias particulares. Este é o caso, acreditamos, do conceito de
fibrilagao. Voltaremos sobre este ponto na Segao 7.

6 Fibrilacao Basica de Matrizes

Nesta secao discutiremos dois mecanismos simples para combinar légicas ma-
triciais, isto é, com semantica de matrizes 16gicas. Estes métodos, introduzidos
em [Fernandez, 2005] e [Coniglio e Fernandez, 2005], sdo chamados de unido di-
reta de matrizes e fibrilagdo bdsica de matrizes (direct union e plain fibring, no
original em inglés).

A idéia basica é que, dadas duas légicas matriciais £1 e Lo tais que cada L;
é caracterizada por uma tnica matriz M; com dominio A; e valores designados
D; (i = 1,2), é entdo possivel estender os operadores originais da dlgebra M;
para a unido disjunta A; W A, através de funcoes f; : A; — A; (i # j).

As funcgées f; nos permitem ‘transportar’ os valores-verdade ‘foraneos’ da
matriz M; nos valores-verdade de M;. Esta é uma perspectiva analoga a for-
mulagao original de Gabbay de fibrilagao seméantica de légicas modais, analisada
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na Secao 4.

Da mesma maneira que na fibrilagao de Gabbay de logicas modais, a fi-
brilagao de matrizes vai depender das matrizes escolhidas para representar a
seméantica da légica matricial. Por causa disto, uma légica matricial é definida
como sendo um par (C, M) tal que M é uma classe de matrizes sobre a assi-
natura C. Quando M = {M} escreveremos simplesmente (C, M). As relagdes
de conseqiiéncia associadas serao denotadas por Faq e by, respectivamente. A
partir de agora, e a menos que seja explicitamente mencionado, as l6gicas matri-
ciais serao da forma (C, M), com M uma matriz sobre C. Todos os resultados,
exemplos e definigbes foram tomados de [Coniglio e Ferndndez, 2005].

O caso mais simples é o seguinte: suponhamos que temos duas 16gicas ma-
triciais cujas matrizes tém o mesmo dominio e o mesmo conjunto de valores
desgnados. Entao, a sua unido direta é obtida simplesmente juntando as ma-
trizes. Formalmente:

Definigao 6.1 Seja £; = (C%, M;) (com i = 1,2) duas légicas matriciais, em
que cada M; = (A;, D) é uma C'-matriz tal que A; = As. Seja A = A;.
A unido direta de L1 e Lo é a légica L1 + Lo = (C* @ C? Fr+0m,) em que
C1@C? ¢ a fibrilagdo de C! e C? (veja a Secdo 5) e Farar, é a relacio
de conseqiiéncia induzida pela C! @ C?-matriz M; + My = (A, D). A ma-
triz My + My é definida como segue: se ¢ € C! e aj,...,a, € A, entdo
AMAMz (g ay) =cMi(ar, .. a,) (R > 050 =1,2). |

Teorema 6.2 Seja £ = (C,I) uma ldgica caracterizada por uma C-matriz M.
Sejam L1 e L, dois fragmentos de £ sobre C' e C?, respectivamente, tal que
C'@PC? =C. Entao L1+ Lo = L. [ |

Desta maneira, a uniao direta de matrizes pode ser vista como um método de
composicao e decomposicao de légicas. Em particular, uma dada légica £ pode
ser fatorada em dois fatores mais simples, £1 e L2, no caso em que £ = L1+ Ls.

Exemplo 6.3 Sejam L; = (C%, M;) (com i = 1,2) tais que C'' contem apenas
um simbolo — de negacdo e C? contem apenas um simbolo V de disjuncao e
um simbolo = de implicacao. Suponhamos que M; é a matriz para a negagao
classica e que Ms é a matriz para a disjuncéo e a implicacao cldssicas definidas
sobre A = {1,0} com D = {1}. Entao L1 4+ L5 é a representagio matricial £ da
légica proposicional cléssica sobre A e D na assinatura {—,V,=}. As légicas
L1 e Lo sao dois fatores (mais simples) de £. Pela sua vez, L pode ser fatorada
nas légicas elementares £ (a légica da disjuncao cléssica) e £3 (a légica da
implicacio classica), isto é, Lo = L} + L3. Portanto, £ fatora em £y, £ e £3,
logo £ = L1+ L3+ L3. |

Na Segao 7 veremos que, utilizando a definicdo de fibrilagdo categorial em
Hil, uma légica nao pode, em geral, ser recuperada a partir da fibrilagao dos
seus componentes.
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Um caso mais interessante é combinar légicas matriciais cujas matrizes estao
definidas sobre dominios diferentes. Neste caso, cada matriz é estendida para a
uniao disjunta dos dominios através de um par de fungoes, e entao é calculada a
uniao disjunta das matrizes estendidas. O conjunto de todas as matrizes obtidas
por este método é a semantica matricial da fibrilagdo bdsica (veja a Defini¢do 6.5
abaixo).

Definigao 6.4 Sejam L£; = (C%, M;) (com i = 1,2) duas légicas matriciais, em
que cada M; = (A;, D;) é uma C'-matriz. Seja A; o dominio das &lgebras A,;.

(i) Um par (f1, fa) € A2 x A3 é admissivel se satisfaz: f;(z) € D; sse x € D;,
para todo z € A; (i # j).

(ii) Dado um par admissivel a = (f1, f2) entdo a extensao de M; por a é a
Cl-matriz M2 = (A, D1 & D3) tal que A = A; W Ay e, para todo ¢ € C!, e para

todo x1,...,2, € A, M (z1,...,2,) = Mi(%1,...,%,) em que, para todo
k=1,...,n:

— Se xp, € A;, entdo Ty = xp.

— Se x), € Aj, entao Ty, = fi(xy) (para j # 1). [ |

E f4cil provar que a ldgica matricial L3 = (C*, M?2) coincide com L;, desde
que a seja admissivel: isto é, I Fyy, ¢ sse 'k a ¢, para todo I'U {¢} C L(CY)
e 1 = 1,2. Isto significa que, se extendemos uma légica através de um par
admissivel, a l6gica nao muda.

Definicao 6.5 Sejam £; = (C? M;) (com i = 1,2) duas légicas matriciais
como na Definicao 6.4. A fibrilacao bdsica de L1 e Lo é 0 par L1 ® Ly =
(CYP C?, Fan,om,) tal que My ® My é o conjunto de C* @ C?-matrizes

My © My = {M2 + M2 : aé admissivel}.

Pode ser provado que, nos casos ‘normais’, a fibrilagao basica produz uma
extensao conservativa de seus fatores. Para isso, definiremos ‘situacao normal’:
dizemos que L1 e Lo sdo compativeis se existem pares admissiveis em A’f‘"‘ X A‘241.
Claramente, £, e Lo sdo compativeis sse:

(1) D1 # @ sse Dy #£0; e

(Zl) Al-Dl#@SSQAQ-DQ?éw.

Observe que, se L1 e Lo sao nao-compativeis, entao uma das logicas é tri-
vial; portanto, todo par de légicas nao-triviais é compativel. Isto mostra que a
compatibilidade de duas légicas é, de fato, uma situacdo normal.

Teorema 6.6 Sejam £; = (C?, M;) (com i = 1,2) duas lgicas matriciais como

na Definicao 6.4 tais que £1 e L5 sao compativeis. Entao £1® L5 é uma extensao
conservativa de L1 e Ls.
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Exemplo 6.7 Considere a légica matricial paraconsistente P!, introduzida no
artigo [Sette, 1973] e estudada amplamente desde a sua aparigdo. A assi-
natura de P! ¢ CP' tal que |CF'| = {~p1,=p1}. A matriz de P! é Mp:1 =
(A1,{T,T1}) tal que A; = {T, Ty, F}, e as suas operagoes sao definidas pelas
tabelas abaixo.

=p | T |Ty | F

T|T | F T |\T|T|F
[P T[T T (T[T |F
F |\T|T|T

Seja L1 o fragmento de P! definido sobre a assinatura {—p1} dado pela matriz
M da negagao —p1. Por outro lado, seja Lo o fragmento da logica proposicional
cldssica definido na assinatura {=} dado pela matriz usual M5, com dominio
Ay ={0,1} e conjunto Dy = {1} de valores designados:

= (1|0
1|1
111

Considere agora A = {T, T}, F,1,0} e D = {T,T1,1}, e seja (f, g) € A5 x Af2
tal que f(T) = f(T1) =1, f(F) =0, g(1) = T e g(0) = F. Entao a = (f,g) ¢
admissfvel e M{ e M3 sdo dadas pelas tabelas abaixo, respectivamente.

= |T|Th|1|F|0
T|1[1(1]0]|0
T \Th|1|F|O (11117010
- |\F|T | F|T|T 11111]1]0/0
Fil1]11]1]1
o1 11111

Seja L a légica sobre {—, =} caracterizada pela matriz My = M + M3 dada
pelas duas tabelas acima, com {T’, T}, 1} como conjunto de valores designados.
E facil ver que a matriz reduzida para £ produz a légica P!, pois T e 1 sdo
congruentes, assim como F' e 0. Por otro lado, é claro que o par a’ = (f,¢’) €
A?l X Af2 tal que ¢'(1) =T e ¢’(0) = F é também admissivel; mais ainda, a e
a’ s80 os dnicos pares admissiveis. (Exercicio: provar esta afirmagao.) Portanto
L1 ® Ly é caracterizada pelo conjunto de matrices

My ® My = {M? + M2, M2 + M2}

E facil ver que, por exemplo, a formula ¢ = (p1 = p2) = —=(p1 = p2) nao é
valida em M7 + M3 portanto ¢ nio é valida em £; ® L. (Exercicio: provar
esta afirmagao.)
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Exemplo 6.8 Na dissertagdo [Ferndndez, 2001] foi introduzida a hierarquia
{P"},en de l6gicas paraconsistentes generalizando P. Cada légica P™ é definida
na assinatura Cpn = {—pn,=pn}, com seméantica dada pela matriz Mp» =
(Apn, {Tp,T1,...,T,}) tal que Apn = {Ty,T1,..., Ty, f}. Asrespectivas opera-
¢oOes sao mostradas nas tabelas abaixo.

=pn | Ty | Th f
TO Th f To TO TO f
1<h<
T [T [T Tw [ To [ To | (1< h<n)

£ | Ty | To | To

Também em [Ferndndez, 2001] foi introduzida a hierarquia {I"},cn de 16gicas
fracamente intuicionistas (ou paracompletas) generalizando a 16gica paracom-
pleta I' introduzida em [Sette e Carnielli, 1995] como dual da légica P'. Cada
I™ é definida na assinatura Cyn = {—», == }, com seméntica dada pela matriz
M = (A, {t}) tal que Apn = {t, Fy, F, ..., F,,}. As respectivas operagoes
sao dadas pelas tabelas abaixo.

t Fy F; t t| oy | Fo
<[ <
- | Fy t Fi_4 Fy t t t (1 =is n)
F (t] t |t

Note que P° e I° coincidem com a légica proposicional cldssica sobre {—, =}
com semantica matricial a dois valores. Analisaremos a seguir a fibrilagao béasica
de I com P*. Observe primeiro que, dadas I"™ ¢ P*, os pares admissiveis sdo
da forma a;; = (fj,9:) (para 0 < j < ke 0 < i < n) tal que g;(f) = F;;
fit) =Ty gi(Th) = te fj(fi) =fpara0 < h <keO<1l<n Sea

Ma,,, = Mla,fj + Mg'ﬁj. Entdo a matriz Ma,; é definida sobre a assinatura
Cnk = {—1n,=1n, Pk, =Pk}, com dominio {t, Ty, T1,..., Tk, Fo, F1,..., F,,f}
e valores designados {t,Ty,T},...,Tx}. As operagdes sdo explicitadas abaixo

(as tabelas-verdade das negagoes estdo separadas em dois casos: i =0 e i > 0;
j=0ej>0).

:>11n t| 1o | Ty | Fo | Fp f :>z:’k t |1y |1y | Fo | F f
t 6] 6|t | Fo| Fol Fo t [Ty [To [Ty | £ | £ | T
To (6]t ]t | F|Fol|Fy To [Ty | To [ To | £ | F | F
T, 6]t |t | Fy| FolFo T, (To | To | To| £ | F | F
To 61t 16 6] ¢t ¢t To | To [ To | To | To | To | Ty
F ot 6]t 6]t E (T [ To | To | To | To | To
f [ttt |t ¢t]¢ £ (T, [Ty | To | To | To | T
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t [ To| Tn | Fo| B | T
0.1 Fo |Fo| Fo |t |F-1]| ¢
ﬂiln Fy Fy Fy t | Fi_1| Fiq (1 <h<k 1<I< Tl)
_'(I)Dk: f f | Th 1 To To To
o | Tj—1 | £ | Thet | To | To Ty

Cada Ma,; define uma légica matricial que é simultaneamente paraconsistente
(com relagdo a —py) e paracompleta (com relacdo a —,). A fibrilagdo bésica
I"® P* de I"™ e P* é a légica matricial caracterizada pelo conjunto de matrizes

M © Mpr ={Ma,;, : 0<j<ke0<i<n}

As relagoes entre a légica definida por cada matriz Ma,;, a légica I" © PF e
a logica I"P* (que possui uma tnica negacdo que é simultaneamente para-
consistente no sentido de P* e paracompleta no sentido de I™), introduzida
em [Ferndndez, 2001], ainda nédo foram estabelecidas.

Concluimos esta se¢ao observando que as operagoes de combinacdo de ma-
trizes aqui introduzidas operam sobre 1égicas matriciais cujas classes de matrizes
sao unitdrias, se bem que o resultado é uma légica matricial caracterizada, em
geral, por um conjunto nao unitario de matrizes. Esta assimetria pode ser co-
rrigida facilmente, generalizando o método de fibrilagao basica de matrizes para
l6gicas matriciais em geral.

Definicao 6.9 Sejam £; = (C;, ;) (com ¢ = 1,2) duas légicas matriciais. A
fibrilagdo bdsica de L1 e Lo é a ldgica matricial £1 ® Lo = (C1 @ Co, K1 © Ka)
tal que K1 ® Kq é a classe de C7 @ Co-matrizes

{M2 4+ M3 : My eKy, Mye Ky e ac AP x A? é admissivel}.

Teorema 6.10 Suponhamos que, para toda M; € Ky e para toda My € Ko,
as logicas (C1, M1) e (Cq, M) s@o compativeis. Entdo £1 ® Lo é uma extensao
conservativa de L1 e L.

Em particular, o resultado anterior vale se nem Xy nem Ko contém matrizes

triviais (isto é, matrizes com A = () ou D = ().

7 Colapso e anti-colapso:
Traducoes e Metatraducoes

Finalmente, analisaremos aqui dois problemas associados com a fibrilagao cate-
gorial (e com a composigao de logicas em geral), assim como possiveis solugoes.
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O primeiro dos problemas, apontado por L. Farinias del Cerro e A. Herzig
em [del Cerro e Herzig, 1996] (este fato ja é mencionado em [Gabbay, 1996]) é
o chamado colapso da fibrilagdo. O tal ‘colapso’ pode ser resumido a seguinte
situagao: suponhamos que combinamos, por fibrilagao, a 1égica proposicional
classica junto com a légica proposicional intuicionista. Suponhamos adicional-
mente que nenhum dos conectivos é compartilhado. Surpreendentemente, na
l6gica fibrilada as duas implicagoes, a intuicionista e a classica, colapsarao numa
0, a implicagao classica. Como resultado disto, a 1égica obtida pela fibrilagao da
légica cldssica com a intuicionista serd a logica cldssica. A prova deste fato é ex-
tremamente simples: suponhamos que — e = denotam as implicacoes cléssica e
intuicionista, respectivamente. Dado que ambas implicacoes satisfazem o meta-
teorema da dedugao (MTD) entao

FoFY sse THFp—v e T,pkFvY sse I'Fp= 1.
Assim, podemos argumentar da maneira seguinte:

v=>1vkF =1 (Axioma)
e, o=ty (MTD)
p=1Fyp—v¢ (MID)

O mesmo argumento pode ser utilizado para provar que ¢ — 1 - @ = 1.

Independentemente disto, J.-Y. Béziau apresentou numa breve nota (ver
[Béziau, 2004]) um aparente paradoxo da fibrilacao: se combinarmos a légica
da conjungao cldssica (descrita pelas regras usuais de sequentes) com a lgica
da disjungao cléssica (descrita também pelas regras usuais de sequentes) através
da fibrilagao, na logica resultante obteremos as leis de distributividade da con-
juncao com relagao a disjungao, e vice-versa. Este mesmo resultado é obtido se
consideramos as légicas descritas através de bivaloragoes, isto é, valoragoes com
valores em {0,1} satisfazendo as propriedades cldssicas para cada conectivo.
Ou seja, uma inesperada interagao entre conectivos aparece na légica obtida
por fibrilacao.

O tal ‘paradoxo’ da distributividade estd diretamente relacionado com o
fendmeno do colapso da fibrilagdo, como foi apontado em [Coniglio, 2005] e pos-
teriormente em [Béziau e Coniglio, 2005]. Com efeito, o problema neste caso
(assim como no caso do colapso) consiste em que nas légicas fibriladas apare-
cem novas propriedades de interagao entre os conectivos das légicas dadas, e
portanto a légica resultante seria forte demais. No caso do colapso, a interagao
adicional é a inter-derivacao de ¢ — ¢ e ¢ = 1. Em [Sernadas et al., 2002]
e em [Caleiro e Ramos, 2004] foram propostas solugoes independentes para o
problema do colapso, no nivel da fibrilacao semantica.

No artigo [Coniglio, 2005] acima mencionado defende-se a posi¢ao de que
certas interacoes entre os conectivos das légicas sendo combinadas deveriam
acontecer. Com efeito, consideremos o desideratum basico da fibrilacdo enunci-
ado por D. Gabbay:
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“Dados os sistemas légicos L1 e Lo, entdo a combinacdo Ly * Lo
€ o menor sistema légico para a linguagem combinada que € uma
extensdo conservativa de L1 e Lo7.2

No caso limite, uma légica sobre a linguagem combinada de £1 e L5 cujas
derivagoes consistam na uniao disjunta das derivagoes de £ e de L5 poderia ser
considerada como a combinacdo de L1 e L27 A resposta parece ser negativa,
sem sombra de duvidas: espera-se que as regras e propriedades dos conectivos
de cada uma das légicas envolvidas interajam na logica resultante. Dois e-
xemplos fundamentais da falta de interacao entre os conectivos na fibrilagao
sdo apresentados em [Coniglio, 2005] (ver Exemplos 7.1 e 7.2 abaixo), e um
outro exemplo importante é dado em [Béziau e Coniglio, 2005] (ver Exemplo 7.3
abaixo). Nestes trés exemplos, na combinagao de dois fragmentos de uma dada
légica nao sao obtidos alguns axiomas de interagao esperados.

Este fenémeno (o de demonstrar menos coisas das esperadas na fibrilagao) é
o que em [Coniglio, 2005] chamamos de problema do anti-colapso da fibrilagao.
Para isso, propomos como solucao a adopcao de uma nocao mais forte de
traducao entre sistemas 1égicos (que chamamos de meta-tradugdo), de maneira
a preservar as meta-propriedades positivas das légicas envolvidas. E claro que
uma meta-propriedade envolvendo uma afirmagao negativa (do tipo I' I/ ¢) de
uma légica £ nao deveria, necessariamente, ser preservada na combinagao de £
com outra légica, digamos £’: na légica resultante — uma extensao das légicas
L e L — poderia ser o caso que I' = . As fibrilagoes obtidas utilizando meta-
tradugdes sdo chamadas de meta-fibrilagoes. Uma meta-traducao h : £ — L’
satisfaz o seguinte: se £ possui a meta-propriedade

Se I'iFrpr e ...e ke, entdo ',
entdo L’ debe possuir a tradugdo da meta-propriedade como meta-propriedade:
Se h(T'1) bz h(p1) e ... e h([y,) bz h(p,) entdo h(T') g h(p).

Observe que o conceito usual de tradugoes entre logicas (utilizado na definigao de
fibrilagao categorial, como vimos na Segéo 5) estabelece apenas a preservagao de
meta-propriedades da forma I' . . Assim, uma traducao h : £ — L’ satisfaz o
seguinte : se I' F~ o entdo h(T') Fz h(p); porém, meta-propriedades mais gerais
nao sao necessariamente preservadas. No caso em que h é a imersao da logica
L; na légica fibrilada £; % Lo (fibrilagdo restrita ou irrestrita) as vantagens das
meta-tradugoes sao 6bvias, como poderemos apreciar nos trés exemplos abaixo.

Em [Coniglio, 2005] foram definidas as categorias Mcon e Seq de relagdes
de consequéncia de conclusoes maltiples e de cdlculos de sequentes, respectiva-
mente. Os morfismos, nas duas categorias, preservam, por defini¢ao, as regras
dos sistemas originais. Dai pode ser provado que os morfismos nestas categorias
sao meta-tradugoes. Utilizando os mesmos conceitos categoriais da fibrilagao

2 Adaptado de [Gabbay, 1999).
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categorial vistos na Segao 5 pode ser provado que estas categorias tem fibrilagao
categorial, restrita e irrestrita. Em muitos casos os resultados obtidos (prin-
cipalmente na tentativa de recuperar uma légica a partir da fibrilagao de seus
fragmentos) sdo melhores. Os seguintes exemplos ilustram esta afirmagcao:

Exemplo 7.1 Sejam A- e A, os sistemas de relagdo de conseqiiéncia em
Mcon representando os fragmentos da negacao — e da disjungao V da légica
cléssica, respectivamente. Entdo a fibrilacdo (coproduto em Mcon) A-, :=
A_ @ Ay recupera a légica proposicional cldssica na assinatura com dominio
{=,V} (cf. [Coniglio, 2005]).

Por outro lado, se consideramos na categoria Hil a fibrilacao dos respectivos
fragmentos da negacao e da disjungao clédssica, obtemos um sistema de Hilbert
H-v no qual nao é possivel obter o teorema ¢V —. Para provar esta afirmacao,
basta considerar a seguinte matriz sobre a assinatura {V, —}:

V |T|F1|F -
T\|\T| T |T T | F
F1\|\T| F | F F1|F1
F|T| F |F F | T

em que T é o Unico valor designado. E facil provar que esta matriz satisfaz
qualquer regra de inferéncia envolvendo apenas a disjungao classica. Com efeito,
se r = (I', ) é uma regra de inferéncia (na assinatura {V}), entdo r é correta
para a disjuncao clédssica sse existe um subconjunto finito nao-vazio I'g de I
tal que toda varidvel proposicional que ocorre em T’y ocorre em ¢. (Exercicio:
provar esta afirmacao.) Claramente a matriz acima valida qualquer regra r com
estas caracteristicas. (Exercicio: provar esta afirmagao.)

Usando um argumento analogo, pode ser provado que todas as regras de
inferéncia validas para a negagao classica também sao satisfeitas por esta matriz.
Com efeito, se r = (', ) é uma regra de inferéncia (na assinatura {—}), entéo
r é correta para a negacao cldssica sse: (1) I’ contém um conjunto da forma
{=", =™} tal que n — m é impar; ou (2) ¢ = =" e =) € I" para algum n
tal que n = k.m + 2 ou m = k.n + 2 para algim k € N. (Exercicio: Provar esta
afirmagao.) Claramente a matriz acima satisfaz este tipo de regras. (Exercicio:
provar esta afirmacdo.) Aqui, =" denota a férmula formada por n aplicagoes
da negacdo na férmula v; logo, =% é 1.

Por outro lado, tomando uma valoracao v na matriz acima tal que v(p;) =
F'1 entao v(py V —p1) = Fy, um valor nao distinguido.

Uma das razoes para este fendmeno acontecer é que a meta-propriedade

IR AN S
AR o

da relacao de conseqiiéncia -1 associada a negagao classica nao é preservada
pela fibrilacao na categoria Hil.
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Usando novamente a matriz acima, é provado que mesmo resultado vale
se consideramos a categoria Cons de relagoes de conseqiiéncia (no sentido da
Definigao 2.11) com tradugdes usuais como morfismos: a légica obtida também
nao contém @ V - como teorema. |

Exemplo 7.2 A fibrilagio A__, := A @ AL em Mcon dos sistemas A da
negacao cldssica e A%, da implicacdo intuicionista produz a l4gica proposicional
cldssica na assinatura C' com dominio {—, =} (cf. [Coniglio, 2005]).

Considere agora a seguinte matriz na assinatura C' (cf. [Urbas, 1989], The-
orem 8):

5/ 1%/ 14213/ 1%/ ] 0O -
S/e |5/2 [ % |3/« [2/ /e ]| O 110
61 5/7 4/7 5/7 4/7 1/7 1/7 6/7 5/7
/7] 1

N
g
9

I e e e e e

AN ARENRANANARE 13/
3/ 1 L[ 1 [ 3/ 1%/7
*/ 1[5/ 1 [P/ 1 [%/]%7 2/715/7
/7 11 [ 1 %1% 1 % .11
0 1 1 1 1 1 1 1 0 1

Aqui, 1 é o tnico valor designado. Por outro lado, seja H—. o sistema de Hilbert
definido sobre a assinatura {=} através das seguintes regras:

p=(q=p)
(= (g=w)=(p=0q={P=u)
(p=q)=p)=p (Lei de Peirce)

p=q p
q

E bem conhecido que este sistema axiomatico caracteriza a légica da implicagao
clésica. Pode ser provado por simples examinacao que cada axioma e regra de
H-. sao vélidos com relagao a matriz acima, portanto qualquer axiomatizagao
correta e completa da légica da implicacao classica é validada por esta matriz.

Usando a caracterizacao da légica da negacao classica vista no Exemplo 7.1,
pode ser provado que qualquer axiomatizacao correta e completa da légica
da negagao cldssica é validada pela matriz acima. (Exercicio: provar esta
afirmacdo.) Seja entdo H-- a fibrilagdo em Hil de qualquer axiomatizagao
correta e completa da légica da negacao cldssica com qualquer axiomatizagao
correta e completa da légica da implicacao classica. Pela definigao de fibrilagao
irrestrita e pelos argumentos dados acima, vemos que a matriz acima valida
qualquer derivagao de H_-.. Porém, é facil ver que p = (—p = ¢) ndo é uma

tautologia para esta matriz: basta tomar uma valoracao v tal que v(p) = g e
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v(q) = 3. Portanto esta férmula nao é um teorema de H-—, e assim H-_, ¢é
um sistema de Hilbert caracterizando uma logica estritamente contida na légica
cldssica sobre a assinatura {—,=-}. Noutras palavras, a fibrilacdo em Hil de
fragmentos da légica classica nao permite recuperar a légica classica, da mesma
maneira que aconteceu no Exemplo 7.1. Observe que nos dois exemplos, a assi-
natura da fibrilagao constitui um conjunto adequado de conectivos.

E interessante notar que a relagdo de conseqiiéncia = da matriz acima sa-
tisfaz a meta-propriedade ¢, - |= 1 para todas as férmulas ¢, 1. Isto prova
que a légica desta matriz nao satisfaz o meta-teorema da dedugao, portanto ne-
nhuma das possiveis fibrilagoes em Hil da forma H—__. satisfaz o meta-teorema
da deducdo. De novo, uma importante meta-propriedade de uma légica (no
caso, o meta-teorema da deducao, satisfeito por qualquer sistema de Hilbert
H-. correto e completo para a implicacao cldssica) é perdida pelo fato de ter
imerso a ldgica (via a nogao usual de tradugao) numa légica maior. |

Exemplo 7.3 Sejam C! e C? assinaturas tais que |[C1| = {A} e |C?| = {V}.
Seja C = C1EPC2, logo |C] = {A,V}. Seja kny a relagao definida como
segue: para todo I'U {p} C L(C), T' Fay ¢ sse existe um conjunto finito nao-
vazio 'y C T tal que (A, cp, v(¥)) < v(p) vale em L, para todo reticulado
L e para todo homomorfismo v : L(C) — L de &lgebras de tipo C. Pode
ser provado que Ly = (C,FAy) é uma légica padrao (veja a Definigio 2.11).
(Exercicio: provar esta afirmacdo.) Claramente L, satisfaz qualquer regra
de inferéncia na assinatura C' correta para a conjuncio cldssica, assim como
qualquer regra de inferéncia na assinatura C? correta para a disjuncio classica.
(Exercicio: provar esta afirmagao.) Logo, Loy é um modelo da fibrilagado Hay =
Ha P Hy em Hil de qualquer axiomatizagio correta e completa H da légica da
conjuncao classica com qualquer axiomatizacao correta e completa Hy da logica
da disjungao cldssica. (Exercicio: provar esta afirmagao.) Por outro lado, dado
que existem reticulados nao-distributivos, é imediato que a meta-propriedade
abaixo ndo ¢ valida em Lay .

O A (1 Va) Fav (@ AY1) V(@ Aipa)

Logo, a propriedade de distributividade (satisfeita pela légica cldsica da con-
jungao e da disjungéo) nao pode valer em nenhuma fibrilagao em Hil da forma
Hav = Ha @ Hy, em que Ha e Hy sdo axiomatizagdes corretas e completas da
l6gica da conjungao classica e da légica da disjuncao cléssica, respectivamente.

Utilizando novamente a légica L4, pode ser provado que o mesmo resultado
vale a para categoria Cons (ver [Béziau e Coniglio, 2005]). Isto é, a fibrilagao
em Cons da légica da conjuncao classica com a logica da disjungao classica nao
é distributiva. Por outro lado, é facil obter sistemas em Mcon para a conjungao
e para a disjuncao classicas tais que a fibrilagao em Mcon produz a légica da
disjuncao e da conjuncao classica, isto é, validando a lei da distributividade.
Uma das razoes para que na fibrilagdo da conjuncao e da disjuncao cldssicas
(utilizando como morfismos tradugdes usuais) a distributividade nao seja vélida
é que a meta-propriedade
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da relacao de conseqiiéncia associada a disjuncao classica nao é preservada. H

E interessante destacar que a adopcao de meta-tradugoes representa um
avanco na solugao a seguinte questao levantada por D. Gabbay (cf. [Gabbay, 1999,
pp. 6]):

Seja L um sistema logico definido sobre uma assinatura C' obtida
de duas assinaturas C' e C? por alguma combinacdo sintdtica. Serd
possivel decompor L em dois sistemas l6gicos L1 e Lo (cada um deles
definidos sobre a assinatura C1 e C?, respectivamente) e depois recu-
perar L como combinacdo de L1 e Lo acrescentando, eventualmente,
axiomas de interacdo?

Porém, é claro que o problema do colapso da fibrilagao fica ainda mais acentuado
se utilizarmos meta-fibrilagoes, dado que as légicas resultantes sao mais fortes
do que as obtidas por fibrilagoes. Assim, é necessédrio avaliar a conveniéncia de
um enfoque com relagao ao outro.
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