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Resumo

Inicialmente este trabalho estava focado em encontrar regras de resolução para
lógicas paraconsistentes, mais especificamente para versões quantificadas de pri-
meira ordem das Lógicas da Inconsistência Formal (LFI’s), tendo em vista apli-
cações no campo da programação lógica como ferramenta para a pesquisa em in-
teligência artificial e representação do conhecimento inconsistente (e.g. bancos de
dados inconsistentes). Tal proposta se mostrou fora de nosso alcance, principal-
mente por demandar uma versão do teorema de Herbrand para tais cálculos.
Terminamos, por fim, com um trabalho nos fundamentos da programação lógica
paraconsistente: uma nova técnica de demonstração dos Teoremas de Completude
para as LFI’s quantificadas e uma formulação por sequentes de QmbC e QmCi –
versões de primeira ordem das LFI’s mbC e mCi. Também pudemos provar, para
QmbC, o teorema da eliminação do corte e uma versão do teorema de Herbrand
restrita ao fragmento � 2.

iii



Sobre os Fundamentos da
Programação Lógica Paraconsistente

Tarcísio Genaro Rodrigues

Dissertação apresentada ao
Departamento de Filoso�a do Instituto

de Filoso�a e Ciências Humanas da
Universidade Estadual de Campinas
para obtenção do grau de Mestre em

Filoso�a (Linha de Pesquisa).

Orientador:Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio

Durante a elaboração deste trabalho
o autor recebeu apoio financeiro da

Fapesp, processo 2008/07760-2.

Setembro de 2010

i



FICHA CATALOGRÁFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFCH - UNICAMP

Bibliotecária: Sandra Aparecida Pereira CRB no 7432

Rodrigues, Tarcísio Genaro
R618s Sobre os Fundamentos da Programação Lógica Paraconsistente/

Tarcísio Genaro Rodrigues. - - Campinas, SP : [s. n.], 2010.

Orientador: Marcelo Esteban Coniglio.
Dissertação (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Filoso�a e Ciências Humanas.

1. Lógica matemática não clássica. 2. Lógica simbólica e matemática. 3.
Inconsistência (Lógica). 4. Programação Lógica. 5. Linguagens formais
- Semântica. I. Coniglio, Marcelo Esteban. II. Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Filoso�a e Ciências Humanas. III. Título.

Título em inglês: On the foundations of paraconsistent logic programming

Palavras chaves em inglês (keywords): Non-classical mathematical logic
Symbolic logic and mathematics
Inconsistency (Logic)
Logic Programming
Formal languages – Semantics

Área de concentração: Filoso�a

Titulação: Mestre em Filoso�a

Banca examinadora: Marcelo Esteban Coniglio, Juliana Bueno Soler,
Hércules de Araújo Feitosa, Walter Alexandre Car-
nielli, Hugo Luiz Mariano

Data da defesea: 29-09-2010

Programa de Pós-Graduação: Filoso�a

ii



iii



.

iv



À minha família e principalmente
à minha Mãe, Edna

v



.

vi



Agradecimentos

Gostaria de agradecer aqui aos Professores do Centro de Lógica e em especial ao
meu orientador, Professor Marcelo Coniglio. Todos eles foram responsáveis pelo
que sei hoje em Lógica, mas especialmente o Marcelo, por tantas disciplinas cur-
sadas sob sua orientação e horas de trabalho conjunto que possibilitaram que essa
dissertação chegasse a um �m. Quero agradecer também aos outros membros da
banca, Professores Hércules Feitosa, Juliana Soler e Walter Carnielli pela paciêcia,
comentários e preciosas correções. Ao professor Paolo Gentilini, por nos enviar
um trabalho seu que foi de fundamental importância para que pudéssemos obter
nossos principais resultados. Aos colegas de estudo, em especial ao Anderson de
Araújo por algumas conversas muito interessantes sobre nosso tema e por chamar
nossa atenção ao trabalho do Professor Gentilini. Agradeço também aos meus fa-
miliares mais próximos: Ada, Gisela, Tarcísio e Edna.

Finalmente, agradeço à Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de São
Paulo (Fapesp), pelo suporte �nanceiro.

vii



viii



Resumo

A Programação Lógica nasce da interação entre a Lógica e os fundamentos da
Ciência da Computação: teorias de primeira ordem podem ser interpretadas como
programas de computador. A Programação Lógica tem sido extensamente utilizada
em ramos da Inteligência Arti�cial tais como Representação do Conhecimento e
Raciocínio de Senso Comum. Esta aproximação deu origem a uma extensa pes-
quisa com a intenção de de�nir sistemas de Programação Lógica paraconsistentes,
isto é, sistemas nos quais seja possível manipular informação contraditória. Porém,
todas as abordagens existentes carecem de uma fundamentação lógica claramente
de�nida, como a encontrada na programação lógica clássica. A questão básica é
saber quais são as lógicas paraconsistentes subjacentes a estas abordagens.

A presente dissertação tem como objetivo estabelecer uma fundamentação ló-
gica e conceitual clara e sólida para o desenvolvimento de sistemas bem fundados
de Programação Lógica Paraconsistente. Nesse sentido, este trabalho pode ser
considerado como a primeira (e bem sucedida) etapa de um ambicioso programa
de pesquisa. Uma das teses principais da presente dissertação é que as Lógicas
da Inconsistência Formal (LFI's), que abrangem uma enorme família de lógicas
paraconsistentes, proporcionam tal base lógica.

Como primeiro passo rumo à de�nição de uma programação lógica genuina-
mente paraconsistente, demonstramos nesta dissertação uma versão simpli�cada
do Teorema de Herbrand para umaLFI de primeira ordem. Tal teorema garante a
existência, em princípio, de métodos de dedução automática para as lógicas (quan-
ti�cadas) em que o teorema vale. Um pré-requisito fundamental para a de�nição da
programação lógica é justamente a existência de métodos de dedução automática.
Adicionalmente, para a demonstração do Teorema de Herbrand, são formuladas
aqui duasLFI's quanti�cadas através de sequentes, e para uma delas demonstra-
mos o teorema da eliminação do corte. Apresentamos também, como requisito
indispensável para os resultados acima mencionados, uma nova prova de correção
e completude paraLFI's quanti�cadas na qual mostramos a necessidade de exigir
o Lema da Substituição para a sua semântica.
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Abstract

Logic Programming arises from the interaction between Logic and the Foundations
of Computer Science: �rst-order theories can be seen as computer programs. Logic
Programming have been broadly used in some branches of Arti�cial Intelligence
such as Knowledge Representation and Commonsense Reasoning. From this, a
wide research activity has been developed in order to de�ne paraconsistent Logic
Programming systems, that is, systems in which it is possible to deal with con-
tradictory information. However, no such existing approaches has a clear logical
basis. The basic question is to know what are the paraconsistent logics underlying
such approaches.

The present dissertation aims to establish a clear and solid conceptual and lo-
gical basis for developing well-founded systems of Paraconsistent Logic Program-
ming. In that sense, this text can be considered as the �rst (and successful) stage
of an ambitious research programme. One of the main thesis of the present dis-
sertation is that the Logics of Formal Inconsistency (LFI's), which encompasses a
broad family of paraconsistent logics, provide such a logical basis.

As a �rst step towards the de�nition of genuine paraconsistent logic program-
ming we shown, in this dissertation, a simpli�ed version of the Herbrand Theorem
for a �rst-orderLFI. Such theorem guarantees the existence, in principle, of auto-
mated deduction methods for the (quanti�ed) logics in which the theorem holds, a
fundamental prerequisite for the de�nition of logic programming over such logics.
Additionally, in order to prove the Herbrand Theorem we introduce sequent calculi
for two quanti�edLFI's, and cut-elimination is proved for one of the systems. We
also present, as an indispensable requisite for the above mentioned results, a new
proof of soundness and completeness for �rst-orderLFI's in which we show the
necessity of requiring the Substitution Lemma for the respective semantics.
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Capítulo 1

Introdução: Da Lógica à
Programação Lógica

Neste primeiro capítulo serão desenvolvidos aspectos históricos e metodológicos
da programação lógica. Dessa maneira, pretende-se contextualizar o presente pro-
jeto no panorama mais geral das pesquisas em Lógica e Inteligência Arti�cial, que
tiveram um grande avanço durante todo o Século XX. Para tanto, busca-se evi-
denciar como o caráter universal com que se apresenta a lógica matemática e, em
particular, o cálculo de primeira ordem clássico, determinaram o desenvolvimento
dos primeiros métodos automáticos de demonstração na década de 1950 e de al-
guns ramos da Inteligência Arti�cial nas décadas de 1960 e 1970. Essas duas áreas
são o solo do qual se ergue a pesquisa em programação lógica. A programação
lógica é um belo exemplo de interação entre lógica e tecnologia e não pode ser
entendida em sua totalidade sem que se entendam esses seus dois lados.

A linha de raciocínio seguirá, nesta introdução, em torno da seguinte progres-
são de relações:

� Completude e teorema de Herbrand

� Teorema de Herbrand e resolução

� Resolução e programação lógica

� Programação lógica e PROLOG.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: DA LÓGICA À PROGRAMAÇÃO LÓGICA

1.1 A Lógica no Século XX

A lógica matemática tem um papel universal em pelo menos dois sentidos: por
um lado, possibilita de maneira homogênea a descrição sintática de um tipo de lin-
guagem comum a diversas áreas do conhecimento, bem como o entendimento de
fundo necessário a certos conceitos gerais que garantem expressividade a diversas
disciplinas: as noções de predicado e função de primeira ordem e a possibilidade
de compor expressões com conectivos e quanti�cadores têm uma parte essencial
em várias áreas do conhecimento. Isso pode ser entendido como ocaráter des-
critivo da lógica. Por outro, através da relação de consequência lógica, podem-se
expressar as consequências das diversas teorias quando elas se encontram devida-
mente expressas em uma linguagem apropriada: tal é ocaráter dedutivo da ló-
gica. Para tanto, não importa que as teorias em questão sejam do tipo formal, como
por exemplo as diversas teorias algébricas,com várias interpretações possíveis, ou
interpretadas, quando o que se busca écaracterizar um único modelo, como a me-
cânica newtoniana. A distinção entre função descritiva e dedutiva é trabalhada por
Hintikka em [Hin96], onde a�rma o caráter descritivo como fundamental, anterior
mesmo ao dedutivo.1 Tais características são importantes para se entender o de-
senvolvimento da própria programação lógica. Elas ajudam a entender porque a
lógica matemática está nos fundamentos de duas áreas que poderiam ser tomadas
como suas mães: o campo dadedução automática e o daInteligência Artificial.
Mas, para chegar ao ponto em que se encontra, com tal grandeza expressiva e uma
aceitação que extrapola a área da matemática e da �loso�a, a lógica clássica passou
por um grande desenvolvimento.

Kant no século XVIII, confundido a Lógica com a dedução silogística, a consi-
derava uma disciplina acabada e perfeita, dado que não havia sofrido modi�cações
signi�cativas desde Aristóteles. Mas as coisas mudaram de �gura em meados do
Século XIX. Os trabalhos de Boole [Boo47] e De Morgan [DM47] marcam o co-
meço da abordagem matemática em lógica clássica. Boole desenvolveu o caráter
algébrico do silogismo aristotélico, à maneira do que Descartes fez com a geome-
tria grega. Inicia-se, então, uma tradição – cultivada por Pearce, Schröder e outros
– conhecida comoálgebra da lógica, que lançou as bases da abordagem posterior-
mente desenvolvida pelateoria dos modelos.

Ainda no Século XIX, através das discussões fundacionais que perpassaram
a matemática, evoluiu como pano de fundo à visãologicista dos fundamentos.
Estava presente em meio a teorias que buscavam bases sólidas para determinadas
áreas, como naBegri� sschrift de Frege, que elaborou pela primeira vez umcálculo
conceitual, com linguagem e regras de dedução formalmente especi�cadas, a ser

1[Hin96, p.9]
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1.1. A LÓGICA NO SÉCULO XX

usada para osGrundgesetze der Arithmetik2. No trabalho de Peano, apesar de não
contar com um sistema deregras, fazia-se presente enquanto sistema notacional.
Nessa perspectiva fundacional, a lógica teve a missão de eliminar paradoxos que
surgiam na teoria dos conjuntos (a primeira grande teoria que se propunha a abarcar
a matemática como um todo), com a teoria Russelliana de tipos. Desse modo,
constituiu-se a outra linha tradicional de investigação em lógica matemática, de
carácter preponderantemente sintático.3

Mas foi com o programa de Hilbert para a fundamentação da matemática que
certos conceitos essenciais foram pela primeira vez propostos. Em Frege ou Whi-
tehead e Russell, por exemplo, o foco estava na lógica de ordem superior, não se
destacando o fragmento de primeira ordem à parte. Tudo indica que foi Hilbert o
primeiro a reconhecer que sistemas de prova de primeira ordem eram dignos de es-
tudo4. Pelo começo do ano de 1920, em seus seminários sobre os fundamentos da
matemática, Hilbert foi levado a propor o que consideravao principal problema da
lógica matemática: o problema da decisão5 para a lógica de primeira ordem6. Em
seusPrincípios da Lógica Teórica[HA28], Hilbert e Ackermann o de�nem pre-
cisamente: encontrar um processo “que permita decidir a validade de expressões
lógicas em um número �nito de operações”7.

Martin Davis, grande contribuidor para a historiogra�a da dedução automática,
além de co-autor de um método pioneiro de demonstração automática8, a�rma que
em [HA28] “algumas das idéias centrais no trabalho em dedução automática apa-
receram pela primeira vez”9. Entre elas, além do problema da decisão, há a ques-
tão da completude do cálculo funcional clássico. Essas questões estão relacionadas
com o cerne do programa de Hilbert: encontrar demonstrações de consistência de
teorias matemáticas formalizadas, fazendo uso exclusivo de métodos �nitários de
argumentação.

Alguns anos mais tarde, com os teoremas de incompletude de Gödel, �cou
claro que, para sistemas com uma certa expressividade, tais demonstrações de con-
sistência não seriam realizáveis internamente aos próprios sistemas. Isso acabava
com as perspectivas de algum sistema fraco da aritmética (ou seja, o que se en-
tende formalmente por�nitário ) provar sua própria consistência. Mas o programa
de Hilbert não deixou apenas resultados negativos, foi em seu contexto que surgiu

2Os Fundamentos da Aritmética, obra fundamental de Frege, com a qual pretendia reduzir a
aritmética às suas bases lógicas.

3[DvH86, p.44]
4[Bur98, p.382]
5Entscheidungsproblem, no original em alemão, forma pela qual é normalmente referenciado.
6[Soa96, p.6]
7[HA28, pp.72-73], conforme citado em [Soa96,ibidem].
8O procedimento de Davis-Putnam [DP60].
9[Dav83, p.11]
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: DA LÓGICA À PROGRAMAÇÃO LÓGICA

a importante noção demetamatemática: a investigação matemática de sistemas ló-
gicos formalizados. Esse contexto deu sentido à questão da completude e, mais
tarde, possibilitou o estudo sistemático de diversos sistemas de prova e suas inter-
relações. Desse modo, o desenvolvimento dos primeiros provadores automáticos,
na década de 1950, pode também entrar na conta dos “herdeiros” dessas primeiras
investigações metamatemáticas.

Do ponto de vista dos fundamentos da matemática, a completude é um re-
sultado notório por si. O próprio fato de que tal problema tenha passado a fazer
sentido foi signi�cativo no desenvolvimento da lógica como um todo, conforme a
análise de van Heijenoort e Dreben em [DvH86, §1]. Na linha dologicismo, que
se estendeu de Frege até Russell e Whitehead, tal questão não poderia ter surgido
tendo em vista o caráter universal que imprimiam à lógica: a ela cabia a formaliza-
ção de toda a matemática. Sistemas quanti�cacionaispuros não estavam no centro
das investigações. O caráter absoluto da lógica os impedia de considerar seus sis-
temas como totalidades passíveis de estudo, a não ser pela derivação (interna) de
teoremas. Já do ponto de vista da linha daálgebra da lógica, faz falta a própria
noção desistema formal, tudo se dá por um viés modelo-teórico semântico.

A completude, demonstrada por Gödel em [Gö30], é um resultado metama-
temático que relaciona o logicismo com a abordagem da álgebra da lógica. O
teorema da completude mostrou por meiosnão construtivos que as axiomatizações
(o sistema em que trabalhava era essencialmente o fragmento de primeira ordem
dosPrincipia, seguindo a notação de Hilbert e Ackermann [HA28]) “detectavam”
sintaticamente todas as teorias que não tinham modelos. A prova (na verdade, sua
generalização para teorias enumeráveis pelo teorema da compacidade) consistia
em mostrar que todo sistema axiomático de primeira-ordem ou é inconsistente (en-
tendido comoderivando uma contradição) ou tem um modelo. Ou seja, as teorias
sintaticamente inconsistentes (que derivam contradições) são exatamente aquelas
semanticamente inconsistentes (que não têm modelos). Com isso, na própria opi-
nião de Gödel, obteve-se a fundamentação de um método usual na época – o de se
provar que certas teorias não deduzem contradições, através de demonstrações da
existência de modelos.10

Tendo em vista que pode haver cálculos de�nidos sobre linguagens não recur-
sivamente enumeráveis, uma demonstração de caráter não construtivo é essencial.
O argumento original de Gödel, apesar de estar baseado em argumentos não cons-
trutivos, não se estende a teorias de�nidas sobre linguagens não-enumeráveis e
se baseia na existência dedomínios numéricos para teorias não contraditórias. A
formulação mais usada atualmente, baseada na demonstração de Henkin [Hen49],
admite teorias sobre linguagens arbitrárias e faz uso demodelos sintáticos, obti-

10[DvH86, p.48]
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1.1. A LÓGICA NO SÉCULO XX

dos da própria linguagem da teoria, enriquecida com constantes testemunhas para
fórmulas existenciais. Para se chegar a tais modelos também é necessário algum
princípio de escolha(como o teorema de Teichmüller-Tukey em [Sho67, p.47])
que demonstre a existência de extensões completas para teorias consistentes.

Relacionado a esse resultado positivo para o problema da completude, há outra
negativa aos problemas levantados em [HA28]. A completude de Gödel pode ser
entendida como uma solução não construtiva para o problema da decisão. Por um
lado, reduz a validade lógica à derivação sintática por meio de axiomas e regras de
inferência (o que, a primeira vista, parece indicar a possibilidade de uma solução
�nitária). Mas, por outro, demanda algum equivalente do axioma da escolha para
a demonstração da existência de contra-modelos para teorias contraditórias. A
descoberta de alguma solução completamente �nitária para o problema da decisão
era uma das motivações da lógica formal na década de 1920 e 1930. Isso veio a se
mostrar impossível com os trabalho de Church [Chu36] e Turing [Tur37], em que
demonstram por absurdo a inexistência de um tal procedimento.

Apesar de não construtiva, a completude de Gödel demonstra que o conjunto
das sentenças logicamente válidas é recursivamente enumerável. Restringindo
nossa atenção às bases da dedução automática, a demonstração de Gödel estava
construída sobre o trabalho de Skolem, o qual, segundo Davis, foi fundamental
para essa área:

The Key work for automated deduction was that of Skolem. He carried
out a systematic study of the problem of the existence for an interpre-
tation which will satisfy a given formula of the predicate calculus.

[Dav83, p.9]

Para sua demonstração da completude, Gödel adaptou e generalizou um tra-
balho de Skolem publicado em 1920 [Sko20]. Skolem escrevera esse artigo para
clari�car o teorema de Löwenheim, publicado em [Lö15]. Tal teorema foi o pri-
meiro resultado signi�cativo para a lógica de primeira ordem11: a�rma que, se
uma fórmula é satisfatível, também o é em um domínio enumerável. Em [Sko20],
Skolem generaliza este resultado para um conjunto enumerável de fórmulas.

Para chegar ao resultado, Skolem prova antes que para toda fórmula de pri-
meira ordem existe uma outra, em uma forma normal, que é satisfatível em algum
domínio exatamente quando a original também o é. Essas formas normais estão
no que designa-se, hoje em dia, por fragmento� 2, isto é, são fórmulas constituí-
das por uma sequência de quanti�cadores universais seguidos por uma sequência

11Conforme a�rma Burris em [Bur98, p.365]. Há quem diga mesmo que “Com esse artigo, a lógica
de primeira ordem se tornou uma área de interesse especial, devido às surpreendentes propriedades
metamatemáticas (...)”, [WSBA09, p.17].
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: DA LÓGICA À PROGRAMAÇÃO LÓGICA

de existenciais e, ao �nal, uma fórmula livre de quanti�cadores. Para chegar às
interpretações numéricas para teorias não contraditórias, Gödel fez uso daforma
normal de Skolem e pôde restringir sua atenção apenas às fórmulas nesse formato
(depois de mostar que seu resultado mais geral era obtido a partir do resultado para
as formas normais). O que Gödel demonstrou, de fato, foi que toda fórmula ou tem
um modelo enumerável, ou érefutável, no sentido de sua negação ser demonstrá-
vel.

Em 1928 [Sko28], Skolem introduziu a noção deSkolemização de uma fór-
mula, reduzindo o problema da satisfatibilidade ao fragmento das fórmulas com
apenas quanti�cadores universais. Toda fórmula é satisfatível em um domínio se, e
somente se, sua versão Skolemizada também o é. Sobre esse artigo de 1928, Davis
a�rma:

This remarkable paper, not only has a treatment of what is usually
called Herbrand’s theorem in writings on automated deduction, but
has a clear and complete definition of what is usually called in this
field the Herbrand universefor a formula.

[Dav83, p.10]

A Skolemização é feita em dois passos. Primeiramente, os quanti�cadores
são postos no início, com renomeações de variáveis se necessário. Por exemplo,
considere a seguinte fórmula:

9x
�
8x P(x) ^ Q(x)

�
! 8 x

�
Q(x) ^ 9 x R(x)

�
.

Para encontrar sua forma skolemizada, renomeam-se as variáveis quanti�cadas
de tal modo que cada quanti�cador tenha uma variável diferente:

9x
�
8y P(y) ^ Q(x)

�
! 8 z

�
Q(z) ^ 9 w R(w)

�
.

Se a subfórmula8y P(y)^ Q(x) é denotada por (x), eQ(z)^9 w R(w) por  (z),
é possível ver que a fórmula acima tem o seguinte formato:

9x  (x) ! 8 z  (z) .

Deve-se, agora, escolher um dos dois quanti�cadores9x e8z para colocá-lo no
início, de forma a obter9x

�
 ! 8 z 

�
ou8z

�
9x  ! 

�
. Primeiramente9x:

9x
� �

8y P(y) ^ Q(x)
�

! 8 z
�
Q(z) ^ 9 w R(w)

� �

e então8z:
9x 8z

� �
8y P(y) ^ Q(x)

�
!

�
Q(z) ^ 9 w R(w)

� �
.
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1.1. A LÓGICA NO SÉCULO XX

Procede-se igualmente sobre a subfórmula8y P(y) ^ Q(x) com a substituição
por sua versão com o quanti�cador no início,8y

�
P(y) ^ Q(x)

�
:

9x 8z
�
8y

�
P(y) ^ Q(x)

�
!

�
Q(z) ^ 9 w R(w)

� �
.

Agora é a vez deQ(z) ^ 9 w R(w), que será trocada por9w
�
Q(z) ^ R(w)

�
:

9x 8z
�
8y

�
P(y) ^ Q(x)

�
! 9 w

�
Q(z) ^ R(w)

� �
.

Como antes, há duas possibilidades. Escolhe-se primeiramente o quanti�cador
9w e na sequência8y:

9x 8z 9w
�
8y

�
P(y) ^ Q(x)

�
!

�
Q(z) ^ R(w)

� �

9x 8z 9w 8y
� �

P(y) ^ Q(x)
�

!
�
Q(z) ^ R(w)

� �
.

Agora, deve-se eliminar os quanti�cadores existenciais pela adição de símbolos
funcionais. Com a retirada de um existencial, adiciona-se um símbolo funcional de
aridade igual ao número de quanti�cadores universais dos quais o existencial está
no escopo. A variávelx, ligada por um existencial, será substituída ao longo da
fórmula pelo novo símbolo de constantefx, tendo em vista que seu quanti�cador
não está no escopo de nenhum universal:

9x 8z 9w 8y
�
P(y) ^ Q(x) ! Q(z) ^ R(w)

�

8z 9w 8y
�
P(y) ^ Q( fx) ! Q(z) ^ R(w)

�

E a variávelw será trocada porgw(z), tendo em vista que seu quanti�cador está
no escopo de8z:

8z 9w 8y
�
P(y) ^ Q( fx) ! Q(z) ^ R(w)

�

8z 8y
�
P(y) ^ Q( fx) ! Q(z) ^ R

�
gw(z)

� �

Pode-se, então, a�rmar que essa última fórmula tem algum modelo se, e so-
mente se, a fórmula inicial também:

9x
�
8x P(x) ^ Q(x)

�
! 8 x

�
Q(x) ^ 9 x R(x)

�
é satisfatível

()

7



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: DA LÓGICA À PROGRAMAÇÃO LÓGICA

8z 8y
�
P(y) ^ Q( fx) ! Q(z) ^ R

�
gw(z)

� �
é satisfatível .

A partir dessa técnica, Skolem conseguiu um procedimento de prova (na ver-
dade, de refutação) que não dependia de um sistema dedutivo em particular. O mé-
todo consistia em substituir, sistematicamente, as variáveis universalmente quan-
ti�cadas por todos os termos formados pelas constantes e símbolos funcionais da
linguagem da fórmula em questão. Tais termos compõem o chamadoUniverso
de Herbrand da fórmula. O que se chama na literatura, muitas vezes deTeorema
de Herbrand, diz que a fórmula é insatisfatível se, e somente se, alguma conjun-
ção dessas substituições é falsa, no sentido do cálculo proposicional.12 Herbrand,
posteriormente, re�nou esse resultado de maneira a funcionar para todas as fórmu-
las, não apenas para formas Skolemizadas. A demonstração de Herbrand também é
mais informativa que os métodos semânticos de Skolem, tendo em vista que é cons-
trutiva: a partir de umaderivação em um sistema de primeira ordem, constrói-se
uma outra, agora, de uma disjunção de fórmulas livres de quanti�cadores e fecha-
das. Da demonstração dessa disjunção, pode-se obter novamente a demonstração
da fórmula original. Mais acertadamente, a versão que lida com insatisfatibilidade
é chamada de Teorema de Skolem-Herbrand-Gödel, enquanto reserva-se o nome
de Teorema de Herbrand para o resultado sobre provabilidade. Na presente dis-
sertação, no entanto, as duas versões não serão diferenciadas por tais nomes: a de
Skolem será chamada de versão porinsatisfatibilidade, enquanto a devida a Her-
brand de versão porprovabilidade. No Capítulo 4, haverá um breve retorno às
diferenças entre as duas versões. Para uma discução detalhada do assunto, veja,
por exemplo, [Gal85, p.303-304 e p.365].

Pode-se ver o grande foco sobre as noções de refutação e insatisfatibilidade, o
que está relacionado com o fato de que um dos métodos mais impactantes de dedu-
ção automática, o procedimento deresolução13, é um procedimento de refutação.
Na verdade, no cálculo funcional clássico, os problemas da refutação, da insatisfa-
tibilidade e da validade universal são equivalentes14. Também é comum considerar

12Nesse sentido, o Teorema de Herbrand pode até ser visto como uma espécie de “finite model
property” para sentenças quantificadas. (Walter Carnielli, em comunicação pessoal). Uma determi-
nada lógica tem estapropriedade de modelo finito se todas suas fórmulas que não são teoremas têm
contra-modelos �nitos.

13Introduzido por Alan Robinson em [Rob65].
14Há também o fato de que o problema da validade universal (lógica) é um caso especial do

problema da consequência lógica, isto é, uma sentença é universalmente válida exatamente quando
é consequência lógica do conjunto vazio:

' é válida () � '

Algumas considerações sobre essas equivalências, na perspectiva dasLFI's, podem ser encontradas
na Seção 5.1.
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1.2. DESENVOLVIMENTO DA PROGRAMAÇÃO LÓGICA

equivalentes os problemas da validade e da satisfatibilidade, como a�rmam Hilbert
e Bernays:

It is customary to refer to the two equivalent problems of universal
validity and satis�ability by the common name of the decision problem
of the restricted predicate calculus.

[HA50, p.113]

Mas, apesar de intimamente relacionados, os problemas da validade lógica e
da satisfatibilidade, no que diz respeito ao seu grau de irresolubilidade, não são
equivalentes. A questão da validade universal é semi-decidível15, enquanto a da
existência de modelos não é sequer semidecidível. No panorama clássico, o pro-
blema da satisfatibilidade é equivalente ao da existência de contramodelos:

� ; ' é satisfatível () � 2 : ' ,

enquanto o da insatisfatibilidade, ao da consequência lógica:

� ; ' é insatisfatível () � � : ' .

1.2 Desenvolvimento da Programação Lógica

1.2.1 A Origem da Dedução Automática

A lógica clássica de primeira ordem16 encontra-se fundamentada em diversos for-
malismos, criados nas décadas de 1920 e 1930, à Hilbert ou à Gentzen. Tais for-
malismos foram desenvolvidos com o intuito de serem ferramentas de investigação
metamatemática, seguindo as linhas gerais do programa de Hilbert de busca por de-
monstrações �nitárias de consistência de teorias matemáticas formalizadas. Com o
desenvolvimento dos computadores digitais, havia uma certa espectativa sobre as
possibilidades de usarem-se os formalismos lógicos como ferramentas para “fazer”
matemática, através de deduções automáticas de teoremas matemáticos realizadas
pelos computadores digitais.

15Isto é, existe um procedimento capaz de identi�car todas as fórmulas universalmente válidas,
mas não existe procedimento capaz de sempre determinar quando as fórmulas não o são. Logo, o
problema de decidir se uma fórmula é consequência lógica de um conjunto recursivamente enume-
rável, ou mesmo recursivo, de fórmulas (� � ' ) é, em geral, apenas semi-decidível.

16Que veio a ser consideradaa lógica por excelência, posição hoje em dia desa�ada por vários
vieses, como atesta a enorme área de lógicas não clássicas, estando as paraconsistentes inclusas. Veja
[Hin96] e [BF85] também.

9



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: DA LÓGICA À PROGRAMAÇÃO LÓGICA

A “onipresença” da lógica de primeira ordem, no tocante ao seu carácter de-
dutivo e interpretativo, in�uenciou fortemente a área de automatização de demons-
trações desde sua origem e, posteriormente, da programação lógica. Possibilitou
o estabelecimento de um formalismo sintático universalmente reconhecido, com
suas linguagens com predicados e funções, unidos por conectivos proposicionais e
quanti�cadores. Há também grande consenso quanto a uma semântica padrão (a
concepção tarskiana de verdade para linguagens formalizadas, cf. [Tar44]). Além
disso, as variadas espécies de cálculos (como os sistemas axiomáticos hilbertianos,
os sequentes e a dedução natural) permitem que se realizem deduções arbitrárias
a partir das informações codi�cadas em fórmulas de primeira ordem. Com efeito,
considere-se o depoimento de Robert Kowalski17 em um artigo sobre o ínicio da
pesquisa em programação lógica:

Logic programming shares with mechanical theorem proving the use
of logic to represent knowledge and the use of deduction to solve pro-
blems by deriving logical consequences.

[Kow88, p.38]

Os métodos de Skolem e Herbrand surgidos em meio às investigações metama-
temáticas do programa de Hilbert, conforme visto na seção anterior, também foram
determinantes sobre a forma como evoluíram os primeiros provadores de teoremas.
A utilização de tais técnicas em dedução automática foi inicialmente sugerida por
Abraham Robinson (sugestão essa publicada em [Rob57]), segundo Davis:

The first suggestion that methods based on “Herbrand’s theorem”
were appropriate for general purpose theorem-provers seems to have
been made by Abraham Robinson in a brief talk delivered at the Sum-
mer Institute for Symbolic Logic at Cornell University in 1954.

[Dav83, p.16]

Além disso, há outro fator fundamental que contribuiu para que a lógica clás-
sica se tornasse o principal alvo da pesquisa em dedução automática: na lógica de
primeira ordem clássica, háa possibilidade de reduzir todas as sentenças à forma
normal conjuntiva. Tal característica foi um suporte do método divisor de águas na
área de dedução automática: o procedimento de resolução introduzido em [Rob65].
Este método será o assunto da próxima seção.

17Kowalski é considerado um dos pais da programação lógica, por ser autor da resoluçãoSLD, o
método de dedução aplicado no contexto da programação lógica e doPROLOG. Tal método será
abordado no Capítulo 2.
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1.2. DESENVOLVIMENTO DA PROGRAMAÇÃO LÓGICA

1.2.2 Resolução e Cláusulas de Horn

A resolução é uma regra de inferência: a única regra de inferência de um sistema
de dedução projetado especialmente para ser usado por computadores, ao longo
de procedimentos de dedução automática. Ela foi introduzida por Robinson em
[Rob65]. Sistemas axiomáticos usuais são abstrações dos processos dedutivos em-
pregados nas ciências formais (como as diversas áreas da Matemática) e têm outros
propósitos. Uma característica comum a eles é a simplicidade de suas regras de in-
ferência, que devem ser facilmente veri�cáveis porhumanos. Isto não é necessário
quando se quer tirar proveito das capacidades de cálculo dos computadores. Este
método de refutação, baseado na versão por insatisfatibilidade do teorema de Her-
brand, marcou época na pesquisa em demonstração automática. Segundo Davis:

The explosion of interest which has produced the field as we know it
today can be traced to [Rob65] in which the elegance and simplicity
of the resolution principles as a basis for mechanized deduction first
appeared.

[Dav83, p.1]

Como visto na seção 1.1, o teorema de Herbrand (em uma de suas versões)
fornece um procedimento de refutação para primeira ordem. Tal procedimento
consiste em substituir as variáveis livres de uma fórmula sem quanti�cadores pelos
termos fechados de sua própria linguagem e testar se o resultado, entendido como
uma fórmula do cálculo proposicional, é válido (veja-se Seção 1.1, p.8). A resolu-
ção combina essas duas etapas em um único procedimento. Com base na resolução,
foi possível estabelecer um método de refutação que permite decidir a insatisfati-
bilidade de fórmulas de primeira-ordem. O método, vez ou outra, pode também
chegar a determinar a satisfatibilidade de certas fórmulas de primeira ordem, mas
não sempre, tendo em vista que tal problema é indecidível.

O método de Robinson assume que as fórmulas são de um tipo particular: as
cláusulas. Aceita, como entrada, um conjunto �nito decláusulas, em que cada
uma é um conjunto �nito deliterais. Os literais, por sua vez, são fórmulas atô-
micas (literais positivos), ou negações delas (literais negativos). Cada cláusula é
interpretada como o fechamento universal da disjunção de seus literais e um con-
junto de cláusulas como a conjunção de seus elementos. No que segue,C será
usada para denotar algum conjunto de cláusulas,{ alguma cláusula e as letras mi-
núsculas do �m do alfabeto denotarão as variáveis. Logo, as cláusulas:

{ 1 = fP
�
f (x); y

�
; : Q(z)g e { 2 = f: P

�
x; f (y)

�
; Q(z)g

11
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representam, respectivamente:

8x; y; z
�
P

�
f (x); y

�
_ : Q(z)

�
e 8x; y; z

�
: P

�
x; f (y)

�
_ Q(z)

�
.

E o conjuntoC formado por essas duas cláusulas (C = f{ 1; { 2g) representa:

8x; y; z
�
P

�
f (x); y

�
_ : Q(z)

�
^ 8 x; y; z

�
: P

�
x; f (y)

�
_ Q(z)

�
.

Literais poderão ser denotados porL e fórmulas atômicas porA e B. Um conjunto
de variáveis será representado por~x.

Formalmente, a resolução é um método para decidir a insatisfatibilidade de um
conjunto �nito de cláusulas. Na lógica clássica, isso é equivalente a provar que a
negação de uma cláusula é consequência lógica das outras. Suponha-se queC é
um conjunto �nito de cláusulas e{ é uma cláusula. Então:

C � : { () C; { é insatisfatível .

Também no contexto clássico, a negação de uma cláusula (que é universalmente
quanti�cada) é equivalente à existência de elementos que falsi�quem simultanea-
mente seus literais. Dado um literalL, seu complementoL é formado, se o literal
é uma negação, excluindo-se o sinal de negação e, caso contrário, adicionando-se.
Isto é,: A = A e A = : A. Suponha, então, que{ = fL0; : : : ;Lnge em~y estão todas
as variáveis de{ , então:

� : { () � 9~y
�
L0 ^ � � � ^ Ln

�
.

A resolução é um método de refutação que computa contra-exemplos para um
conjunto �nito de cláusulas. Isto é, trata-se de um método para computar subs-
tituições para as variáveis que falsi�quem alguma das cláusulas de entrada. Os
contra-exemplos computados estão restritos unicamente aos termos formados pe-
los símbolos funcionais já presentes na entrada. Pelo teorema de Herbrand, o mé-
todo tem sucesso exatamente quando a entrada éinsatisfatível. As substituições
computadas são de um tipo especial, são os chamadosunificadores. Uni�cadores
são sempre relativos a um conjunto de expressões, isto é, um uni�cador é uma
substituição queunifica um conjunto de expressões. Uni�car expressões signi�ca
torná-las sintaticamente idênticas. Expressões são sequências de símbolos da as-
sinatura de uma linguagem18 e incluem fórmulas, termos ou mesmo sequências
desses. Por exemplo, para uni�car as seguintes sequências de termos:

�
f (x); y; z

�
e

�
x0; f (y0); z0� ,

18Para a de�nição deassinatura, veja-se a De�nição 3.14, na Seção 3.3.2.
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basta substituir em ambasx0 por f (x), y por f (y0) e z por z0, o que resulta em:

�
f (x); f (y0); z0� e

�
f (x); f (y0); z0� .

Sobre substituições e uni�cadores, deve-se consultar a Seção 2.1.3, que traz mais
detalhes.

A uni�cação é uma das etapas da resolução. Como já foi dito, a resolução
recebe de entrada um conjunto �nito de cláusulas. O passo básico do método
consiste em encontrar dois literais de diferentes cláusulas de entrada que possam,
depois de uma substituição, tornarem-se um a negação do outro. Ou seja, o método
procede pela uni�cação de duas fórmulas atômicas, uma delas tomada de alguma
cláusula e a outra formada pela eliminação do símbolo de negação de algum literal
de uma cláusula diferente. Por exemplo, considere-se o conjuntoC formado pelas
seguintes cláusulas:

{ 1 = f: Q(x)g,

{ 2 = f: P
�
x0; f (y0)

�
; Q(x0)g e

{ 3 = fP
�
f (x00); y00�g.

Se forem escolhidos os literais: Q(x) 2 { 1 e Q(x0) 2 { 2, pode-se ver que pela
simples substituição dex por x0, obtem-se literais os quais um é a negação do
outro (ou seja, estão sendo uni�cadas as fórmulas atômicasQ(x) e Q(x0)). Seja
C0 o conjunto formado a partir deC pela realização de tal substituição sobre as
cláusulas:

C0 =
n�

: Q(x0)
	

;
�
: P

�
x0; f (y0)

�
; Q(x0)

	
;

�
P

�
f (x00); y00�	 o

.

Se a substituição for de um tipo especial, feita pelos chamadosunificadores mais
gerais, tem-se a garantia de queC é insatisfatível exatamente quandoC0o é. Sobre
tais uni�cadores, veja-se a Seção 2.1.3. Por enquanto, basta saber que está sendo
realizada apenas esse tipo especial de substituição. Na lógica clássica, há ainda
outra propriedade fundamental para a programação lógica (clássica): (A_ B)^ (D_
: B) é equivalente aA ^ D. PortantoC0, por sua vez, é insatisfatível exatamente
quando o seguinte conjunto o é:

C00=
n�

: P
�
x0; f (y0)

�	
;

�
P

�
f (x00); y00�	 o

.

A cláusula
�
: P

�
x0; f (y0)

�	
2 C00é chamada deresolvente de { 1 e { 2. Pode-se

dar sequência ao procedimento pela uni�cação deP
�
f (x00); y00� com P

�
x0; f (y0)

�

através da substituição dex0 por f (x00) e y00por f (y0):

C000=
n�

: P
�
f (x00); f (y0)

�	
;

�
P

�
f (x00); f (y0)

�	 o
.
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Tal conjunto é equivalente em termos de insatisfatibilidade aos outros (C, C0 eC00)
e é insatisfatível na lógica clássica. Para que �que mais clara a insatisfatibilidade,
na sintaxe usualC000�ca:

8x00; y0
�
: P

�
f (x00); f (y0)

� �
^ 8 x00; y0

�
P

�
f (x00); f (y0)

� �
.

Como havia sido dito, o processo de refutação é construtivo e resulta em ele-
mentos que, quando substituídos pelas variáveis, falsi�cam o conjunto inicial de
cláusulas:

C =
�
f: Q(x)g; f: P

�
x0; f (y0)

�
; Q(x0)g; fP

�
f (x00); y00�g

	
.

O conjunto das substituições feitas ao longo do processo descrito acima fornece
exatamente esses elementos. Inicialmente,x foi substituído porx0e este porf (x00).
Tem-se também a substituição dey00por f (y0). Logo, se essas substituições forem
feitas diretamente emC, obtem-se o conjunto contraditório:

�
f: Q

�
f (x00)

�
g; f: P

�
f (x00); f (y0)

�
; Q

�
f (x00)

�
g; fP

�
f (x00); f (y0)

�
g
	

.

À primeira vista pode parecer estranho que um método que sirva para encontrar
contra-exemplos seja su�ciente para determinar a insatisfatibilidade. A insatisfati-
bilidade é a impossibilidade de que haja um modelo. Signi�ca que todas as substi-
tuições, em todos os possíveis domínios, são contra-exemplos. Logo, um método
que determine a insatisfatibilidade encontrandoum único contra-exemplo parece
estranho. Está justamente nisso a força do teorema de Herbrand. Tal teorema pos-
sibilita reduzir o espaço de busca pela insatisfatibilidade aos termos formados pelo
material sintático já presente nas fórmulas.

A resolução original tem sérios problemas quanto à e�ciência de suas imple-
mentações. Quaisquer literais, de quaisquer cláusulas, podem ser selecionados para
o cálculo dos resolventes durante a busca por uma refutação. Surgiu, então, uma
restrição da resolução original que torna o processo de seleção mais e�ciente. Tal
restrição, a resoluçãoSLD (abreviação deSelection-rule driven Linear resolution
for Definite clauses), se restringe às chamadasCláusulas de Horn (também chama-
das de cláusulas de�nidas). Cláusulas de Horn são aquelas que têm, no máximo,
um literal positivo. Osprogramas lógicos são conjuntos de cláusulas de Horn com
exatamente um literal positivo, asregras. Cláusulas que não apresentam nenhum
literal positivo são denominadasconsultas. A resoluçãoSLD recebe como entrada
um programa lógicoP e uma consultaN e, então, efetua a resolução entre a con-
sulta e alguma regra deP. O ganho de e�ciência vem do fato de que, para cada
regra, é possível a seleção de um único literal (o literal positivo) para a resolução
com N (pois essa possui apenas literais negativos). O procedimento é feito nova-
mente para o resolventeN0 da consulta original (que possui, novamente, apenas
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literais negativos) e assim sucessivamente. O próximo capítulo traz mais detalhes
sobre este método.

A programação lógica surgiu como a aplicação da resoluçãoSLD a uma área
relacionada à Inteligência Arti�cial: o processamento de linguagem natural. Res-
trita sua abrangência às Cláusulas de Horn (que estavam sendo usadas para descre-
ver a gramática do francês), o métodoSLD introduzido em [Kow74] é completo e
constitui a única regra de inferência do sistema chamado na época dePROLOG
(de PROgramation en LOGique, cf. [Col93, p.331]). Portanto, a programação
lógica tem sua origem imediata no desenvolvimento de duas principais linhas de
pesquisa: uma ligada ao campo da Inteligência Arti�cial e a outra ao da dedu-
ção automática de teoremas19, como a�rma [Llo87, p.1]. Em meio à pesquisa
em Inteligência Arti�cial, o desenvolvimento de aplicações para processamento de
linguagem natural serviu como primeira aplicação e motivo imediato para o desen-
volvimento doPROLOG.

1.2.3 O Paradigma Declarativo: Algoritmo = Lógica + Controle

Duas maneiras de entender o signi�cado de um programa, em geral, já estavam da-
das na época. Pelo lado dasemântica operacional, entende-se o signi�cado de um
programa através de sua ação direta sobre cada entrada. Pelo dasemântica deno-
tacional, um programa é entendido como o conjunto de todas as possíveis relações
entre seus valores de entrada e os de saída. O viés operacional tenta dar conta dos
processos pelos quais o programa chega às soluções. A vertente denotacional tenta
entender a computação abstraindo seu lado dinâmico. Vê a computação como um
processo já completado.

A programação lógica, seguindo uma idéia de Kowalski [Kow79], é uma ma-
neira de deixar clara a diferença entre a parte declarativa (relacionada com a se-
mântica denotacional) e a operacional dos programas. O programa lógico, em si, é
uma especi�cação do problema de certa maneiraindependente da computação da
resposta. Isto é possível pela interpretação do conjunto de suas cláusulas de Horn
como sentenças da lógica clássica de primeira ordem. A parte operacional cabe
ao interpretador, o programa responsável por executar a resoluçãoSLD. Este pro-
grama usa alguma estratégia de seleção para escolher quais átomos das consultas
serão resolvidos antes de quais. Paralelamente, a programação lógica pode tam-
bém ser entendida como uma forma de imprimir um caráter operacional à própria
lógica.

Os artigos seminais de Kowalski e van Emden ([Kow74] e [vEK76]) dialogam
com essas duas perspectivas. Em [vEK76], os autores vão elaborar a semântica

19Tais áreas não devem ser vistas de maneira dicotômica, tendo em vista que, por exemplo, um
dos focos iniciais da pesquisa em Inteligência Arti�cial foi na área de dedução automática.
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dos programas lógicos em termos de pontos �xos de operadores de consequên-
cia direta. Tal teoria pode ser encarada como uma especialização da semântica
denotacional, que começava a se delinear a partir de trabalhos como os de Scott
[Sco70]. Como declarado pelos próprios autores, a semântica proposta podia ser
encarada como um caso especial do teorema de completude para a lógica de pri-
meira ordem clássica. Troca-se a interpretação tarskiana pela de pontos �xos e
sua contra-partida, os sistema axiomáticos, pela resoluçãoSLD, que fornece uma
descrição operacional do programa lógico:

We show that operational semantics is included in the part of syntax
concerned with proof theory and that �xpoint semantics is a special
case of model-theoretics semantics. With this interpretation of ope-
rational semantics as syntax and �xpoint semantics as semantics, the
equivalence of operational and �xpoint semantics becomes a special
case of Gödel's completeness theorem.

[vEK76, p.734]

É de se observar, no entanto, que esta clara diferenciação entre o ladooperacio-
nal e odeclarativopossibilitado pela programação lógica pode se tornar um pouco
turva nas implementações de fato. Por exemplo, é comum que as implementações
dePROLOG disponibilizem ao programador mecanismos de controle de caráter
claramente operacional, como oCUT (que é usado para modi�car a estratégia de
resolução seguida pelo interpretador). Para detalhes, o leitor deve consultar [Llo87,
§11].

1.2.4 Cálculo com Negações

O fragmento das cláusulas de Horn da lógica de primeira ordem pode ser inter-
pretado como uma linguagem de programação. É expressivo o su�ciente para de-
�nir qualquer função computável (para as de�nições e demonstrações desse fato,
recomenda-se [Apt90, §4]). No entanto, sua sintaxe é limitada do ponto de vista da
representação de informações. Conforme será visto com mais detalhes na Seção
2.3, nenhum literal negado é consequência lógica de um programa lógico. A possi-
bilidade de se lidar com deduções de informações negativas a partir de programas
lógicos está, portanto, necessariamente fora do alcance da lógica clássica.20

A necessidade de deduzir informações negativas estava inicialmente relacio-
nada às regras de inferência em bancos de dados dedutivos.21 Este tipo de banco

20Para um resultado corroborando esta a�rmação, veja-se o Lema 2.53 da Seção 2.3.
21Veja-se [GMN78, pp.23–24].
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de dados surgiu da necessidade de integrar os bancos de dados relacionais com a
programação lógica.Bancos de dados são sistemas usados em computação para ar-
mazenar informações. Osbancos de dados relacionais, introduzidos em [Cod69],
atacam este problema pela codi�cação de conjuntos de informações como relações
de�nidas sobre domínios �nitos. Por exemplo, um banco relacional para armazenar
nomes de pessoas conhecidas poderia fazer uso de uma relação unáriaR, de�nida
sobre o conjunto dos possíveis nomes de pessoasP, e armazenar os nomes “Ma-
ria”, “Joao” e “Antonio”:

R � P e

R = f(Maria); (Joao); (Antonio)g.

Os bancos de dados dedutivos usam a programação lógica para especi�car esse
tipo de relação por meio dosfatos, cláusulas de Horn formadas por um único literal
positivo. O exemplo anterior pode ser obtido pelo seguinte conjunto de cláusulas
CR:

CR =
�

fR(Maria)g; fR(Joao)g; fR(Antonio)g
	

.

Os bancos de dados dedutivos possibilitam consultas às informações por meio da
resoluçãoSLD. Tal abordagem não admite símbolos funcionais, pois isto impli-
caria necessariamente em domínios in�nitos de interpretação. Esta restrição da
programação lógica denomina-seDatalog e, como na programação lógica, deduz
apenas consequências lógicas clássicas.

Em sistemas lógicos, a informação negativa é tratada da mesma maneira que
a positiva: é deduzida a partir dos axiomas por regras de inferência. Em bases
de dados dedutivas, é interessante que a informação negativa esteja representada
implicitamente. Isto é, um fato negativo: F é deduzido sempre que se falha em
deduzirF. Por exemplo, para um conjunto de cláusulasC f ilho com os seguintes
fatos:

C f ilho =
�
f f ilho(Joao; Maria)g; f f ilho(Antonio; Joao)gg,

indicando que João é �lho de Maria e que Antônio é �lho de João, seriam esperadas
as seguintes deduções:

C f ilho ` : f ilho(Maria; Joao)

C f ilho ` : f ilho(Antonio; Maria) .

E isso, como dito, é impossível do ponto de vista da lógica clássica.
Portanto, está clara a necessidade de duas maneiras de se deduzir negações:

uma explícita, comum aos sistemas lógicos, e a outra implícita, para o tratamento
de informação negativa em bases de dados e sistemas de representação de conhe-
cimento. A forma implícita de dedução recebe diversos nomes na literatura:
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It is called “convertion for negative information representation” by
Nicolas and Gallaire22, the “closed world assumption (CWA)” by
Reiter23, and “interpreting negation as failure” as discussed in the
chapter by Clark24.

[GMN78, p.23]

Do ponto de vista implícito, deduz-se a negação de um fato se não se tem in-
dícios de sua veracidade. Um exemplo comum são as informações sobre horários
de ônibus; se não consta algum ônibus saindo em determinado horário, pode-se
entender – e acertadamente – que não sairá ônibus algum naquele horário. Não
é necessário que a tabela registre todos os horários em que não há ônibus. Um
exemplo interessante de negação implícita pode ser encontrado no campo do Di-
reito. Considere como primitivo o predicado monádicoé inocente. Em regimes
de exceção, não é incomum que as pessoas sejam tomadas por culpadas, isto é,
não inocentes, até que provem o contrário. Ou seja, na falta de informações mais
detalhadas, caso não seja possível a demonstração de inocência, a�rma-se anão
inocência. Logo, em ditaduras, os julgamentos deculpa (entendida formalmente
como não inocência) são formulados através de uma interpretação implícita da
negação.

O outro tipo de negação demanda uma prova explícita para sua dedução. Se-
guindo o exemplo anterior, oprincípio da presunção de inocência, a�rmado em
nossa Constituição e na Declaração dos Direitos do Homem e do Cidadão, diz o
oposto: todo acusado deve ser considerado inocente até que se prove o contrário.
Logo, para que isto se cumpra, negações de inocência devem ser julgadas explici-
tamente. Evidentemente, poderia-se inverter a análise se o predicado tomado como
primitivo fosse o que a�rmasse formalmente a culpa. Nesse caso, regimes de ex-
cessão fariam uso da interpretação explícita da negação para a�rmar a inocência
(entendida formalmente comonão culpa).

A extensão da programação lógica por um tipo implícito de negação será abor-
dada brevemente na Seção 2.3 do Capítulo 2. Por sua vez, a Seção 3.1 do Capítulo
3 tratará de um tipo explícito. Finalizamos assim este breve capítulo introdutório,
no qual os aspectos históricos e as motivações que levaram ao desenvolvimento
da programação lógica foram apresentados. Para que esta dissertação seja auto-
contida, o próximo capítulo tratará dos aspectos técnicos e formais da programação
lógica clássica.

22[NG78]
23[Rei78]
24[Cla78]
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Capítulo 2

Aspectos Formais da
Programação Lógica Clássica

Neste capítulo, será feito um breve apanhado dos fundamentos da programação ló-
gica clássica. A programação lógica é uma maneira de programar computadores
usando a lógica clássica de primeira ordem. Para descrever os programas faz-se
uso da sintaxe dos predicados, símbolos de função e quanti�cadores. Para compu-
tar os resultados, empregam-se métodos de dedução automática. Em seu formato
original, a programação lógica dispõe de uma sintaxe e regras de inferência limita-
das aos fatos positivos (isto é, às fórmulas atômicas,sem o conectivo de negação)
de uma linguagem de primeira ordem. Hoje em dia, já existe uma extensão sua
bem estabelecida que permite a programação com fórmulas atômicas negadas: a
programação lógica geral, que será brevemente abordada na última seção deste
capítulo.

A programação lógica é o fundamento teórico doPROLOG, uma linguagem
de programação de uso bastante difundido em áreas centrais à Inteligência Arti-
�cial e à linguística computacional. Como exemplo, é amplamente utilizado em
processamento de linguagem natural e na representação de conhecimento.

Na terminologia da teoria de linguagens de programação (uma área especí-
�ca da ciência da computação), oPROLOG é uma linguagem de programação
de alto nível. Isso signi�ca que ele nos permite programar de um patamarmais
abstrato. Em linguagens de alto nível, é possível fazer um programa que não tenha
que referenciar diretamente características físicas da máquina. Quanto ao nível de
abstração, existe outro tipo de linguagem de programação: as linguagens debaixo
nível, que demandam uma interação mais direta entre o programador e caracterís-
ticas particulares de cada computador. Dessa maneira, aos usuários de linguagens
de baixo nível, por exemplo, cabe a disposição completa dos dados pela memória.
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Através do conceito devariável, tal tarefa é automatizada em linguagens de alto
nível. A interpretação usual das variáveis, em linguagens de programação, é de
que elas denotamregiões da memória do computador. A vantagem sobre as de
baixo nível, que também têm que disponibilizar o acesso à memória, �ca em livrar
o programador de saber exatamente quais regiões serão usadas por quais variáveis,
entre outros detalhes. O processo de conversão de um programa escrito em uma
linguagem de alto nível para um código na linguagem própria da máquina (seu
assembly) é denominadocompilação e executado por programas especiais chama-
doscompiladores. Pode ser que não haja explicitamente esta conversão, mas que
o programa seja interpretado por um outro, chamado deinterpretador, que faz as
vezes de uma máquina de Turing universal. Em tais casos, diz-se que a linguagem
é interpretada.

O PROLOG é a concretização da programação lógica como uma ferramenta,
normalmente um interpretador, programado em computadores digitais. Se trata de
uma maneira de especi�car os fatos (da gramática de alguma língua, ou de algum
outro campo de conhecimento, por exemplo) na linguagem de predicados da lógica
de primeira ordem para, então, deduzir outros fatos que seguem logicamente desses
primeiros. A única regra de dedução de que faz uso a programação lógica em geral
é aresolução SLD, que será explicada na Seção 2.1.4. OPROLOG também usa
tal regra para efetuar suas computações.1

Os aspectos formais da programação lógica foram, em grande parte, determi-
nados por sua origem, que, como visto no capítulo anterior, está nas investigações
em dedução automática. A resoluçãoSLD, por exemplo, é uma restrição daresolu-
ção, um procedimento geral para a demonstração automática de teoremas. Ambas
essas formas de resolução são costumeiramente entendidas como procedimentos
de refutação, isto é, como maneiras automáticas para demonstrarnegações. Outra
característica que possuem em comum é a sintaxe de suas linguagens. A resolu-
ção geral admite, como entrada, conjuntos decláusulas, enquanto aSLD exige
cláusulas de Horn. Será visto, na Seção 2.1, o que são esses dois tipos de cláu-
sulas e como conjuntos formados pelo segundo tipo podem ser entendidos como
especi�cações de programas.

A programação lógica clássica, apesar de fazer uso de um procedimento de
refutação, não admite negações em seus programas, nem é capaz de demonstrar
qualquer fato negativo. As demonstrações com a resoluçãoSLD são danegação
da negação de algum predicado. Classicamente, esse tipo de dedução equivale
a deduzir um fato positivo. Há, no entanto, métodos já bem estabelecidos para

1Para todos os efeitos, não serão abordadas as diferenças entre programação lógica ePROLOG.
Apenas chama-se a atenção para o fato de que oPROLOG, por razões de e�ciência, faz uso de
certas alterações na resoluçãoSLD. Para uma breve descrição das diferenças, veja [Apt90, p.658].
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concluir fatos negativos. Na Seção 2.3, será analisado um em particular, a chamada
negação por falha. A melhor referência para os temas abordados neste capítulo é o
livro de Lloyd [Llo87]. Um bom apanhado, sucinto porém completo, encontra-se
em [Apt90]. Também fez-se uso do texto mais recente [Doe94].

2.1 Sintaxe

2.1.1 Linguagens de Primeira Ordem

Programas lógicos são conjuntos de certos tipos de fórmulas de alguma linguagem
de primeira ordem. Em geral, uma fórmula de primeira ordem é uma sequência de
elementos daassinatura de sua linguagem. Assinaturas de primeira ordem são for-
madas por símbolos de variáveis, funções, predicados e as constantes lógicas: os
quanti�cadores (8 e 9) e conectivos (: , ! , ^ e _). Por ser de primeira ordem, as
variáveis estão restritas aos elementos dos domínios de interpretação, não podem
assumir, como valores, predicados ou funções. Para uma descrição mais detalhada
desse tipo de linguagem, o leitor é remetido à Seção 3.3.2. Além desses elemen-
tos, no que segue, será feito uso de duas constantes lógicas especiais: a disjunção
vazia, simbolizada por� e a conjunção vazia, denotada por� � . Uma disjunção
é verdadeira quando pelo menos um de seus elementos é, logo, o signi�cado de
� será sempre falso (dado que não tem nenhum elemento). Simetricamente, uma
conjunção é verdadeira quando todos os seus elementos o são, logo, o signi�cado
de� � é sempre verdadeiro.

As fórmulas mais básicas de uma linguagem de primeira ordem são suas fór-
mulas atômicas, constituídas por um símbolo de predicado composto com termos.
Termos são expressões que denotam elementos do domínio de interpretação. Por
exemplo, suponha que se esteja formalizando as relações de parentesco de um con-
junto de pessoas. Dadas as especi�cidades do grupo que se está tratando, poderia-
se decidir fazer uso de símbolos de constantes para denotar as pessoas e de um
único predicadoF(x; y) para simbolizar a relaçãox é filho de y.

Como termos, haveria, por exemplo:

Maria; João; Zequinha; Fernanda

e, como fórmulas atômicas:

F(Zequinha; Maria); F(Fernanda; João) ,

para simbolizar queZequinha é filho de Maria e Fernanda é filha de João.
Uma tentativa de, nesta linguagem restrita, expressar que Fulano esteve casado

com Sicrano, poderia ser dada por:

9x
�
F(x; Fulano) ^ F(x; Sicrano)

�
.
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Evidentemente, foram feitos pressupostos quanto a casamentos e a existência de
�lhos que podem não corresponder à realidade.

Uma sequência de quanti�cadores universais8x1 : : :8xn poderá ser simboli-
zada por8~x, representando por~x o conjunto de variáveis

�
x1; : : : ;xn

	
. O mesmo

vale para uma sequencia de existenciais9y1 : : :9yn � 9 ~y, com~y =
�
y0; : : : ;yn

	
.

Uma ocorrência de uma variávelx em uma fórmula de primeira ordem' é dita
livre, se ocorre fora do escopo de um quanti�cador8x. O fechamento universal de
uma fórmula' , com todas suas variáveis livres em~x, é denotado por8' � 8 ~x (' )
e, caso não tenha nenhuma variável livre:8 (' ) � ' . As mesmas notações se
estendem para o quanti�cador existencial:9(' ) � 9 ~y ' .

2.1.2 Programas Lógicos

Uma grande novidade introduzida pela programação lógica é a possibilidade de
de�nir programas de computador por meio da lógica clássica de primeira ordem.
Para se chegar a de�nição de umprograma lógico, são necessários alguns conceitos
auxiliares, como os deliteral, cláusula e cláusula de Horn.

Definição 2.1 (Literal). Um literal é uma fórmula atômica, ou a negação de uma
fórmula atômica.

�

No que segue, fórmulas atômicas serão denotadas pelas metavariáveisA, B ou
C e literais porL, possivelmente acompanhados de subescritos. A possibilidade
de um símbolo será indicada colocando-o entre colchetes (“[]”). Por exemplo, é
possível representar um literal “L” por “[ : ]A”.

O método de resolução foi introduzido por Robinson em [Rob65] e é um mé-
todo de refutação. Sua entrada é constituída por um conjunto decláusulas.

Definição 2.2 (Cláusula). Umacláusula { é um conjunto �nito de literais:

{ =
�
L1; : : : ;Ln

	
.

�

Uma cláusula é sempre interpretada como a quanti�cação universal da disjun-
ção de seus elementos (~x são todas as variáveis livres de{ ):

{ � 8 ~x
�
L1 _ : : : _ Ln

�
.
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Para o caso em que o número de literais de uma cláusula é zero, ela signi-
�ca uma contradição. Tal interpretação se justi�ca porque uma cláusula é verdade
sempre que algum de seus elementos é. Logo, quando não há qualquer elemento,
a cláusula é trivialmente falsa. Nesse caso será denotada por� :

� � () � ? () � ; .

Um conjunto � de cláusulas é, então, interpretado como a conjunção de seus
elementos:

� =
�
{ 0; : : : ;{ n

	

� � 8 ~x { 0 ^ : : : ^ 8 ~x0 { n .

Note-se que, na lógica clássica, para toda a fórmula, existe um conjunto de
cláusulas que lhe é equivalente (em termos de insatisfatibilidade). Isso é uma con-
sequência do teorema de Herbrand, na versão devida a Skolem (veja-se a Seção
1.1, p.8). A seguir, um exemplo simpli�cado será dado (sua skolemização já está
na forma normal prenexa):

� Primeiramente, a fórmula original:

z = 9x
�
8y A(y) ^ : B(x)

�
^ 8 z

�
B(z) _ 9w : A(w)

�
,

� e sua versão skolemizada:

8z 8y
� �

A(y) ^ : B( fx)
�

^
�
B(z) _ : A

�
fw(z)

�� �
.

� Pela versão de insatisfatibilidade do Teorema de Herbrand2, tal fórmula é
insatisfatível se, e somente se, alguma conjunção de instâncias fechadas da
seguinte fórmula também é:

A(y) ^ : B( fx) ^
�
B(z) _ : A

�
fw(z)

� �
.

Note que a fórmula acima já está na forma normal conjuntiva. Caso contrá-
rio, poderia-se passá-la a tal forma e garantir que o resultado �nal seja uma
conjunção de cláusulas.

� Por �m, note que a seguinte instanciação de variáveis torna a fórmula pro-
posicionalmente falsa e, portanto, a fórmula original é insatisfatível:

A( fw( fx)) ^ : B( fx) ^
�
B( fx) _ : A

�
fw( fx)

� �
.

2Como visto no capítulo anterior (Seção 1.1, Página 8), tal teorema seria melhor chamado de
Teorema de Skolem-Herbrand-Gödel.
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Logo, se forem denotadas por{ 1, { 2 e { 3 as cláusulas:

{ 1 =
�
A

�
fw( fx)

�	

{ 2 =
�
: B( fx)

	

{ 3 =
�
B( fx); : A

�
gw( fx)

�	
,

tem-se que:

z é insatisfatível ()
�
{ 1; { 2; { 3

	
é insatisfatível .

Denominam-se literaisnegativos aqueles formados pela negação de uma fór-
mula atômica. Positivos são os literais formados por uma fórmula atômica simples-
mente. Dessa maneira, dada uma cláusula{ , pode-se dividi-la em dois conjuntos:
sua parte positiva{ P (com seus literais positivos) e negativa{ N (com os negativos):

{ = { P [ { N

{ =
�
A1; : : : ;An

	
[

�
: B1; : : : ;: Bm

	
.

Podem, também, ocorrer os casos em quen ou m são iguais a zero.
Dadas tais considerações, uma cláusula pode ser expressa na chamadanotação

clausal:
{ �

�
A1; : : : ;An

�
 

�
B1; : : : ;Bm

�

que simboliza: �
A1 _ : : : _ An

�
 

�
B1 ^ : : : ^ Bm

�
,

em queAi 2 { P e : B j 2 { N . Como anteriormente, está subentendida a quanti�ca-
ção universal (em~x estão todas as variáveis de{ ):

{ � 8 ~x
� �

A1 _ : : : _ An
�

 
�
B1 ^ : : : ^ Bm

� �
.

A programação lógica clássica faz uso de um tipo especial de cláusula. Os
programas e, também, as consultas a serem feitas a partir deles são codi�cados nas
chamadascláusulas de Horn.

Definição 2.3 (Cláusula de Horn). Uma cláusula de Horn é uma cláusula cuja
parte positiva tem, no máximo, um literal.

�

Pode-se ver, então, que tais cláusulas são de dois tipos: com nenhum, ou com
exatamente um literal positivo. Em notação clausal:

{ 1 � A1  
�
B1 ^ : : : ^ Bm

�

{ 2 �  
�
B1 ^ : : : ^ Bm

�
,
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com o segundo tipo equivalente a:

{ 2 � : B1 _ : : : _ : Bm .

Definição 2.4 (Programa Lógico). Um programa lógico é um conjunto de cláusu-
las de Horn com exatamente um literal positivo.

�

Ou seja, uma cláusula genérica de um programa lógico, denominadaregra, tem
a seguinte forma:

A0  A1 ^ : : : ^ An .

Denomina-seA0 cabeça da regra e A1 ^ : : : ^ An, seucorpo.

Definição 2.5 (Fatos). Regras com corpo vazio são chamadas defatos:

A0  .

�

Definição 2.6 (Consultas). Uma consulta é uma cláusula de Horn com nenhum
literal positivo.

�

Consultas podem também ser chamadas decláusulas negativas.
A programação lógica é uma maneira de especi�car, por meio das cláusulas

de Horn, programas e consultas a serem realizadas a tais programas. Os proce-
dimentos de computação da programação lógica, e doPROLOG, partem de um
conjunto de tais cláusulas constituído pela união de um programaP com uma con-
sulta{ . A resoluçãoSLD computa, então, se tal conjunto de fórmulas é insatis-
fatível. Ou seja, para uma consulta{ =

�
: B0; : : : ;: Bm

	
, ou em notação clausal

 
�
B0; : : : ;Bm

�
, isso é equivalente ao fato de que, em cada modelo deP, é válida

a negação de{ (:8 { � 9
�
B0 ^ : : : ^ Bm

�
):

P [ f { gtem uma refutação SLD
()

P [ f { gé insatisfatível

()

8P � 9 { .
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Do ponto de vista da programação lógica, uma cláusula comoA  
�
B1; : : :Bm

�

tem duas interpetações. Pode-se entendê-la pelo viésdeclarativo: A é verdadeiro,
se as fórmulasB1; : : : ;Bm também são. A outra maneira é a interpretaçãoproce-
dural: para resolverA, é necessário resolverB1; : : : ;Bm antes. Tais interpretações
são exemplos, na programação lógica, das semânticasdenotacionais e operacio-
nais de linguagens de programação. Tais interpretações são oriundas da teoria das
semânticas de linguagens de programação e se tratam de duas maneiras de enten-
der um programa. Do ponto de vista denotacional, um programa é visto como
uma descrição estática dequal deveria ser o estado de coisas para que o resul-
tado estejacorreto com respeito aos valores de entrada do programa. Do ponto
de vista operacional, um programa é umareceita de como, partindo de valores
de entrada, se pode irconstruindo a saída pretendida. Na prática, as linguagens
de programação são in�uenciadas por ambas e tendem a privilegiar uma ou outra
interpretação, conforme sua especi�cidade. OPROLOG, idealmente, é uma lin-
guagem de programação de viés prioritariamente denotacional. Mais informações
podem ser encontradas na Seção 1.2.3.

2.1.3 Substituições e Unificadores mais Gerais

Nas linguagens de programação de alto nível, é possível fazer uso devariáveis:
abstrações para indicar as entradas e saídas dos programas e também para denotar
estágios intermediários da computação. Por exemplo, em linguagens imperativas
(que favorecem a interpretação operacional de seus programas), é possível escrever
o seguinte programa que, dados dois valores de entrada, retorna sua média aritmé-
tica:

media(X,Y)
Z = X + Y
Z = Z/2
retorna Z

Em queX e Y são usadas para indicar as duas entradas eZ para efetuar os cálcu-
los intermediários e indicar o valor de retorno. Cada linha do programa deve ser
entendida como umainstrução para a máquina. O programa pode ser interpretado
como algo do tipo:

� Receba dois valores de entrada,

� efetue sua soma e armazene-a em algum lugar da memória,
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� divida o valor do passo anterior por dois e armazene-o no mesmo lugar

� retorne como resultado o valor obtido pela última instrução.

Já o uso das variáveis feito pela programação lógica é diferente e se assemelha
mais à maneira como as variáveis são tratadas na lógica matemática. Na lógica
de primeira ordem, as variáveis são componentes sintáticos associados aos quan-
ti�cadores e usados para denotar elementos dos domínios das interpretações. Na
programação lógica, as variáveis são atribuídas por substituições, da mesma ma-
neira que na lógica matemática. Mas as substituições são feitas automaticamente,
através de um método originário de procedimentos de dedução automática: o algo-
ritmo deunificação. Tal algoritmo é usado para encontrar substituições de um tipo
especial, os chamadosunificadores mais gerais (umg's).

Definição 2.7 (Substituição). Fixada uma linguagem de primeira ordemL, uma
substituição é um função cujo domínio é algum conjunto �nito de variáveis e o
contradomínio, o conjunto dos termos deL.

�

A substituição das variáveisxi pelos termosti, com 0� i � n, será representada
da seguinte maneira:

� =
�
x1=t1; : : : ;xn=tn

	
.

Esta notação também implica que as variáveisx1; : : : ;xn são diferentes umas das
outras e quexi , ti. Uma substituição é ditafechada se não há variáveis livres em
seus termosti.

Definição 2.8 (Renomeação). Uma renomeação é uma substituição cuja imagem
é seu próprio domínio e, além disso, é injetiva.

�

Ou seja,renomeações são permutações de variáveis. Substituições são apli-
cadas sobreexpressões quaisquer da linguagem. Isto é, para qualquer sequência
E de símbolos da assinatura deL, E� representa a expressão obtida a partir deE
pela substituiçãosimultânea de todas as ocorrências das variáveis do domínio de
� , pelos respectivos termosti = � (xi).

Definição 2.9 (Instância, Instância fechada e Variante). A expressãoE� é chamada
de umainstância deE. Uma instância é dita fechada se não tem variáveis livres e
umavariante se a substituição é uma renomeação.
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�

Por exemplo,x0 < z0  x0 < y; y < z0 é uma variante dex < z  x < y; y < z,
uma vez que:

x0 < z0  x0 < y; y < z0 =
�
x < z  x < y; y < z

��
x=x0; z=z0; x0=x; z0=z

	

e, 0< 2  0 < 1; 1 < 2 é uma instância fechada, dado que:

0 < 2  0 < 1; 1 < 2 =
�
x < z  x < y; y < z

��
x=0; z=2; y=1

	
.

Substituições podem ser compostas. Dadas duas substituições:

� =
�
x1=t1; : : : ;xn=tn

	
e � =

�
y1=s1; : : : ;yn=sm

	
,

sua composição� � é de�nida a partir do conjunto:
�
x1=t1�; : : : ; xn=tn�; y1=s1; : : : ;ym=sm

	

pela remoção dos paresxi=ti� , para os quaisxi = ti� e também dos paresyi=si,
para os quaisyi 2 fx1; : : : ;xng. Por exemplo, se� =

�
x=3; y=f (x; 1); z=w

	
e

� =
�
x=4; w=z

	
, � � =

�
x=3; y=f (4; 1)

	
.

O próximo teorema garante que os diferentes agrupamentos possíveis de uma
sequência de substituições não alteram o resultado �nal (dessa maneira, não se
precisa preocupar com a parentização). Sua demonstração será omitida por ser
uma consequência quase imediata das de�nições de substituição e composição de
substituições.

Teorema 2.10. Para todas as substituições � , � ,  e expressão E:

1.
�
E�

�
� = E

�
� �

�
,

2.
�
� �

�
 = �

�
�

�
.

Diz-se que uma substituição� é mais geral que outra substituição� se existir
uma terceira tal que:

� = �  .

Uni�cadores são um tipo de substituição, usados para computar as saídas dos
programas lógicos.

Definição 2.11 (Uni�cador). Uma substituição� é umunificador das expressões
H e J, se:

H� = J� .
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