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Capitulo 1

Introducao

O conceito de feixe tem surgido de maneira natural em diferentes ramos da
matemaética, sob diferentes motivagdes e perspectivas. A principal caracteristica
dos feixes, do ponto de vista geométrico, é a obtencao de propriedades globais
a partir de propiedades locais. As aplicaces de feixes podem ser apreciadas
em diversas disciplinas da matematica, tais como geometria analitica, geome-
tria diferencial e topologia algébrica (através do estudio de cohomologia com
coeficientes em feixes).

A nogéo de feixe surgiu a partir dos estudos no século XIX da continuacao
analitica de fungoes, que foram posteriormente formalizados e sistematizados por
H. Weyl. Na década compreendida entre os anos 1940 e 1950, H. Cartan e K.
Oka propuseram o estudo de ideiais sobre um dominio, motivados pelo estudo de
dominios de holomorfia em anélise complexa em varias varidveis. Nestes estudos
apareceu pela primeira vez (embora implicito) o conceito de feixe. A primeira
definigao formal de feixe sobre um espago topoldgico foi dada por J. Leray
em 1945, curiosamente formulada em termos de conjuntos fechados. A versao
atual, utilizando o reticulado de conjuntos abertos de um espago topoldgico,
foi introduzida pelo préprio Leray entre os anos 1948 e 1951. Nesses trabalhos
foi provada a equivaléncia dos conceitos de feixe sobre um espago topoldgico e
os €tale espace introduzidos por Lazard e estudados em profundidade por H.
Cartan em 1950. Foi a partir dos inovadores trabalhos de Grothendieck em
geometria algébrica que foi elaborada uma nocao mais geral de feixe, a de feixes
sobre um site (hoje em dia chamados de topos de Grothendieck), o que levou
imediatamente a importante nogao de topos.

A nocgédo de feixe sobre um espaco topolégico X pode ser compreendida a
partir do seguinte exemplo: considere, para cada aberto U C X, o conjunto
A(U) de fungdes com dominio U satisfazendo alguma propriedade especifica
(por exemplo, fungdes f : U — R continuas, ou fungdes diferencidveis). A
familia de conjuntos {A(U)}veq(x) (aqui, Q(X) denota o reticulado completo
dos subconjuntos abertos de X) deve ser definida de maneira tal que a descrigao
de cada fungao f € A(U) possa ser feita a partir da descrigao da restri¢ao f|y de
f a cada subconjunto aberto V de U. Isto é, a “colagem” das fungoes f|y, (para
uma cobertura por abertos {V;};c; de U) deve permitir recuperar a fungéo f, e
vice-versa. Para tornar o exemplo mais concreto, suponhamos que A(U) consiste
do conjunto de fungoées continuas f : U — R, e seja {f; };c;r uma familia tal que
fi € A(V;), em que {V;};cr é uma cobertura por abertos do aberto U € Q(X)
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tal que filv,nv; = fjlvinv, (ou seja, as fungdes f; sdo dois a dois compativeis).
Portanto, existe uma tnica funcao f € A(U) obtida pela “colagem” (a unido) das
fungoes f; tal que f|y, = f;. A possibilidade de descrever um objeto “global” (no
exemplo, f) a partir de informacao “local” compativel (no exemplo, a familia das
fungoes f;) é a esséncia do conceito de feixe.

Seguindo com este exemplo, podemos descrever o feixe A alternativamente
da maneira seguinte: definimos, para cada « € X, o conjunto F de “germes”em
x das fungdes sendo consideradas. A unido disjunta E = [] .y F, pode ser
topologizada de maneira de obter um fibrado p : E — X sobre X (isto é, a
projecao p que envia os elementos da fibra F,, no ponto x é um homeomorfismo
local). Cada elemento f : U — R de A(U) é recuperado como a segao f:U—E
da projecio p : E — X tal que f(x) é o germe de f em &, para cada z € U. Nesta
perspectiva, um feixe é um conjunto F, que “varia continuamente”’junto a x
sobre o espaCo X. Frequentemente os conjuntos F, possuem alguma estrutura.
Assim, um feixe de grupos abelianos é um feixe tal que cada fibra F, é um grupo
abeliano.

Foi o grande matematico J.P. Serre quem observou que os feixes poderiam
ser utilizados também em geometria algébrica, substituindo os subconjuntos
U C X por funcoes U — X de um espago U em X. Esta generalizacao so-
mente foi possi vel utilizando conceitos de teoria de categorias, o que levou
Grothendieck a definir feixes sobre um site, utilizando familias apropriadas de
morfismos U; — X (que generalizam a idéia de “cobertura por abertos”). Desta
maneira, no contexto das assim chamadas “topologias de Grothendieck” os feixes
nada mais sdo do que funtores (contravariantes) satisfazendo a propriedade de
poder “colar”familias de secoes localmente compativeis.

A linguagem da Teoria de Categorias (TC) revelou-se fundamental para o
desenvolvimento moderno da teoria de feixes. A partir dos desenvolvimentos de
Lawvere, desde 1963, da semantica funtorial, numa tentativa de obter uma fun-
damentacao da matematica a partir de conceitos puramente categoriais, inicia-se
uma frutifera interacdo da TC (em especial, teoria de topos elementares) com a
l6gica matematica. Um topos elementar pode ser visto como uma categoria de
conjuntos generalizados (por exemplo, conjuntos variando continuamente, isto
é, feixes sobre um espago topoldgico) na qual é possivel efetuar operagoes “con-
juntistas” tais como a formacdo do objeto Y de todas as aplicacdes de X em
Y, o produto cartesiano X x Y, ou o objeto p(X) de todos os subobjetos de
X. Utilizando topos como “universos de conjuntos” (parafraseando Lawvere)
é possivel obter de maneira mais geral alguns desenvolvimentos avangados da
teoria de conjuntos, tais como a independéncia da Hipotese do Continuo ou a
independéncia do Axioma da Escolha usando o método de forcing de Cohen,
mas agora generalizado para a teoria de topos.

Entre os topos elementares, os feixes sobre espacos topoldgicos sdo um caso
particular interessante. A partir dos trabalhos de C. Mulvey, é possivel analizar
dlgebras C* comutativas (as quais, pelo teorema de Gelfand-naimark, sdo da
forma C(X), o espago de fungoes continuas sobre X a valores complexos) através
do feixe de fungoes continuas sobre X a valores reais, o qual representa (via as
suas segOes globais) os elementos hermitianos da algebra. Este estudo de C'(X)
via o feixe de fungdes reais continuas sobre X pode ser feito utilizando a légica
interna do topos de feixes sobre o espaco X. Sabe-se que a logica interna dos
topos é intuicionista, portanto é possivel realizar matematica construtiva com
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modelos em topos.

A generalizagdo natural dos feixes sobre espagos topoldgicos sao os feixes
sobre dlgebras de Heyting completas (aHc’s). De fato podemos observar que,
na definicao e no estudo dos feixes sobre um espago topoldgico X, a unica in-
formacao topoldgica sobre X que é utilizada é a que diz respeito com a estrutura
de reticulado 2(X), e que resulta ser uma estrutura de aHc. Surge portanto
o interesse natural de estudar o topos de feixes sobre aHc’s. Um reticulado
) é uma aHc se é completo (isto é, admite o supremo e o infimo de qualquer
subconjunto B C Q) e os {nfimos distribuem por supremos arbitrérios, isto é:
2 AVerzi = Ve o A xi. Os feixes sobre aHc’s constituem um interessante
ponto médio de abstracdo entre os topos de Grothendieck (dos quais sdo um
caso particular) e os feixes sobre espagos topoldgicos (os quais generalizam).
Estes feixes podem ser alternativamente caracterizados algebricamente (em vez
de categorialmente) a partir de uma relagao de igualdade entre segoes, que toma
valores na aHc. Estas estruturas denominam-se 2-sets. Assim, nos {2-sets ex-
iste implicita uma nocao de igualdade que toma valores intermediarios entre os
valores classicos 0 (falso) e 1 (verdadeiro). Esta caracteristica dos feixes sobre
uma aHc é o ponto de partida para a sua aplicacao no estudo geral da teoria
dos conjuntos fuzzy, e constitui a principal motivagao para o nosso projeto de
pesquisa.

Os conjuntos fuzzy, introduzidos por L. Zadeh em 1965, generalizam o con-
ceito classico de conjunto ao permitir diferentes graus de pertinéncia, além dos
classicos 0 (ndio pertinéncia) e 1 (pertinéncia absoluta). Assim, um conjunto
fuzzy F é caracterizado por uma funcao de pertinéncia up : X — [0,1], em
que X é o dominio de definicao do conjunto. Os conjuntos classicos sao entao
conjuntos fuzzy F tais que pup toma apenas os valores 0 e 1. Esta idéia pode
ser generalizada, considerando conjuntos fuzzy caracterizados por fungoes car-
actaristicas p: X — L, em que L é um reticulado.

Desde a sua aparicao, a teoria de conjuntos fuzzy chamou a atencao de
pesquisadores de diferentes areas, e o seu desenvolvimento foi considerdvel,
tanto no campo tedrico quanto nas suas aplicagoes tecnoldgicas. No ambito
da matematica, os conjuntos fuzzy tém dado origem a diferentes topicos de
pesquisa tais como medidas e integrais generalizadas, as quais podem ser com-
binadas com métodos estatisticos. Os conjuntos fuzzy tém mostrado também a
sua aplicabilidade no desenvolvimento de tecnologias de informacao, por exem-
plo no campo do reconhecimento de padroes e visao computadorizada. Existem
também intimeras aplicagbes de conjuntos fuzzy no desenvolvimento de soft-
ware com ferramentas de inteligéncia artificial (por exemplo, combinados com
redes neurais e computagao evolutiva), assim como aplicagbes na engenharia,
especialmente na drea de controle e robdtica.

O desenvolvimento da teoria de conjuntos fuzzy, porém, foi marcado pela es-
colha as vezes arbitraria ou nao devidamente justificada de determinadas opcoes,
e nao existe um consenso geral entre os pesquisadores a respeito da correta
definicao de alguns conceitos da teoria de conjuntos fuzzy.

A partir dos recentes trabalhos de U. Hohle, fica demonstrado que a teo-
ria de feixes sobre aHc’s é a teoria matematica mais apropriada para definir
e analisar os conjuntos fuzzy e conceitos correlatos, tais como funcao de per-
tinéncia, medida de pertinéncia, ordens fuzzy, equacoes relacionais fuzzy, etc.
No trabalho [8], apresentado no 25th Linz Seminar on Fuzzy Set Theory, em
fevereiro de 2004. Hohle mostra que uma boa parte da teoria de conjuntos fuzzy
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estd incluida na teoria de feixes. Assim, conjuntos fuzzy sdo subfeixes de um
feixe simples, relagoes de similaridade sao feixes de relagoes de equivaléncia, e
os subgrupos fuzzy sao subfeixes de subgrupos de feixes de grupos. Mais ainda,
intersecoes, unioes, imagens e imagens inversas de conjuntos fuzzy, assim como
a Min-Max composicao de relagoes fuzzy, podem ser obtidos a partir de cons-
trugdes (usuais) na categoria de feixes. Adicionalmente, certos problemas da
teoria de conjuntos fuzzy que ndo tem uma resposta satisfatéria (por exemplo,
na teoria de grupos fuzzy) sao facilmente resolvidos no contexto da matemati-
camente bem desenvolvida teoria de feixes.



Capitulo 2

Reticulados e aHc 's

Nesta primeira parte estudamos os conjuntos ordenados e mapas entre estes
conjuntos. Feito isto, voltamos nossa atengao para os reticulados, em especial
para os reticulados completos. Podemos entao passar ao estudo das dlgebras de
Heyting completas, que desempenham papel crucial nos paragrafos seguintes.
As referéncias para este capitulo séo [1], [2] e [3].

2.1 Posets e reticulados

As estruturas ordenadas sao extremamente comuns e se fazem presentes em
todos os ramos da matemética. Abaixo definimos um dos tipos bésicos de es-
truturas ordenadas.

Definicao 2.1 Sejam P um conjunto e < uma relagao bindria em P.
A relacao < € uma pré-ordem se satisfaz, para quaisquer x,y,z € P,
i) x <z (reflexividade)
i)z <y ey<z=2x<z (transitividade)
A relagio < é uma ordem parcial se, além de i) e i), também satisfizer
i) r <y ey <x= x =y (anti-simetria).
O par (P, <) € dito um poset (abreviagao para “partially ordered set”).

E essencial observar que nem todos os elementos de um poset sao comparaveis
entre si. Como exemplo, tome um conjunto X néo vazio e seja P = (p(X), C).
Como bem sabemos, existem elementos x,y € p(X), zNy = 0, taisque x £ 0 £ y
e portanto x € y Z x. Quando em um poset P todos os elementos forem
comparaveis (isto é, para quaisquer z,y € P, vale ¢ < y ou y < z ), diremos
que P é uma cadeia.

Quando nao houver risco de confusao, diremos apenas P é um poset para
nos referir ao par (P, <). Vejamos alguns exemplos de posets:

e O conjunto N dos nuimeros naturais com a relagao de ordem usual é um
poset . Mais ainda: N é uma cadeia.

e Se P é um poset e Q C P, entdo () herda uma estrutura de pré-ordem:
dados z,y € Q, definimos x < y em @ se, e s6 se, x < y em P. Dizemos que Q)
tem a ordem induzida por P.
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Uma maneira de produzir novos posets é inverter a relagdo de ordem. Assim,
se P é um poset, o poset dual de P, P? | é obtido definindo-se z < y em P? se,
e s6 se, y < x em P. Dada uma proposicao ¢ sobre posets , a proposi¢gao dual
®9 é obtida trocando-se, em ® , < por > e vice-versa.

A dualidade em posets nos permite, em alguns casos, redizir pela metade a
quantidade de proposicoes a se provar, pois se uma proposicao ® sobre posets
é verdadeira em todos os posets, entdo ®? é verdadeira em todos os posets. A
afirmacao precedente é conhecida como Principio da Dualidade.

Olharemos agora um pouco mais de perto a estrutura de um poset. Comegamos
por destacar alguns elementos especiais. Se P é um poset e @ C P, um elemento
a € Q é um elemento maximal de Q se a <z € Q = a = z. a € Q seré dito
maior elemento (ou maximo) de @ se, para todo = € @, tem-se a > z. Neste
caso, escrevemos a = maz(Q. Elemento minimal e menor elemento (ou minimo)
sao definidos por dualidade. Note que Q tem um maior elemento somente se
existir exatamente um elemento maximal, e este maior elemento, quando existe,
é unico. Ja os elementos maximais nao precisam ser tnicos. O maior elemento
de P, se existir, serd chamado top, e escreveremos T (lé-se “top”). O menor
elemento de P, se existir, serd chamado bottom e escrevemos L (“bottom”).

A fim de abarcar uma classe maior de objetos, em vez de maximo e minimo
pediremos a existéncia de supremos e infimos. As defini¢oes destes termos sao
as mesmas que comumente surgem em Anglise. Para relembrar, sejam P um
poset e S C P. Um elemento x € P é uma cota superior de S se, Vs € S, s < x.
O conjunto de todas as cotas superiores de S é S* = {x € P | (Vs € P)s < z}.
Se S§* tem um menor elemento a, entao a é chamado menor cota superior, ou
supremo, de S. Escrevemos a = sup(S) ou a = \/ S. Por dualidade definem-
se cota inferior, o conjunto S' das cotas inferiores e maior cota inferior, ou
infimo, de S (para o qual escrevemos inf(S) ou A S). Para facilitar as notagoes,
escreveremos z V y (“x ouy”) para sup{z,y}, e x Ay (“x e y”) para inf{z,y}.

Como estamos interessados em posets com supremos e infimos, daremos a
esta classe um nome especial.

Definicao 2.2 Seja P um poset ndo vazio.
i) P é um reticulado se xVy e x Ay existem para quaisquer x,y € P.
it) P € um reticulado completo se \/ S e \ S existem para todo S C P.

E facil ver que, se L é um reticulado e a,b € L, as operagoes V, A e a relagao
de ordem < estao relacionadas por

(a<b)—(avVb=0b) <= (aANb=a)

Segue-se diretamente das definigbes que em um reticulado L, as operagoes
binérias V, A satisfazem, para todos a,b,c € L,

(L1) (aVvb)Ve=aV (bVc) (associatividade)

(L2) aVb="0bV a (comutatividade)

(L3) aV a = a (idempoténcia)

(L4) aV (a Ab) = a (lei de absor¢ao).

Por dualidade, obtemos as seguintes propriedades:

(L1)? (aAb)Ac=aA (bAc)
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(L2)? anb=bAa
(L3 ana=a
(L4)? an(aVDd) =a

Podemos ver um mesmo poset L de duas maneiras: como um conjunto com
uma relacao de ordem < ou como um conjunto com duas operagoes binarias V,
A satisfazendo as porpriedades (L1) — (L4) e (L1)9-(L4)?. O que nos permite
olhar um mesmo objeto de duas formas diferentes sao os seguintes fatos:

i) Para todos a,b € L, aVb="bse, e sdse, aNb=a.

ii) Defina < por a < b se a Vb =b. Entao < é uma relacao de ordem.

iii) Com < como em ii), (L, <) é um reticulado no qual as operagoes originais
combinam com as operacoes induzidas, isto é, para quaisquer a,b € L,

aVb=sup{a,b} e a Nb=1inf{a,b}

Mostraremos duas outras formas de se obter novos reticulados. A primeira
consiste em encontrar reticulados contidos em reticulados ja conhecidos. Para
isto, tomemos um reticulado L e ) # M C L. M é dito um subreticulado de L
se

a,beL=avVbeMeaNbe M.

A segunda maneira consiste em formar o produto de dois reticulados. Se L e
K sao reticulados, defina V e A coordenada a coordenada em L x K, como abaixo

(li, k1) V (Lo, k2) = (I3 Vg, k1 V ko)
(I, k1) A (Lo, k2) = (11 Aloy ky A ko)

(L x K,V,A) é chamado reticulado produto de L e K.
Também podemos ordenar L x K com a ordem lexicografica:

(lhkl) < (lg,kg) se l; <ly ou (11 =lek < kz)

E possivel mostrar que o reticulado obtido ordenando-se L x K como acima
é isomorfo ao que se obtém quando definimos V e A coordenada a coordenada.
Produtos iterados e poténcias sao definidas de maneira imediata.

Reticulados especialmente interessantes sao aqueles em que infimos e supre-
mos gozam de distributividade entre si. Quando isto ocorrer, diremos que o
reticulado é distributivo. Mais precisamente, um reticulado L ¢é dito distribu-
tivo se satisfaz as seguintes condigoes equivalentes:

[V, A]: para todos a,b,c € L, aV (bA¢c)=(aVb)A(aVc)

[A, V]: para todos a,b,c € L,aA(bVec)=(aAb)V (aAc)

2.2 Morfismos

Sabendo o que sao posets, podemos considerar fungoes entre estas estruturas.
Para isto, consideremos (P, <) e (Q, <) posets e x,y € P. Um mapa ¢ : P — @
é dito ser
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i) um morfismo (de ordem) (ou funcdo monétona) se v < y = p(z) < ¢(y).

ii) um mergulho (de ordem) se < y < p(x) =< (y).

iii) um isomorfismo (de ordem) se é um mergulho sobrejetivo de P em Q.

Podemos também considerar morfismos de reticulados. Como € de se esperar,
estes morfismos devem preservar a estrutura de reticulado. Consideremos entao
dois reticulados L e K e um mapa f: L — K.

i) f é dito um homomorfismo (de reticulados) se, para todos a,b € L, f(aV
b) = fa) v f(b) e flanb) = f(a) A f(b)

ii) f é dito um isomorfismo se for um homomorfismo bijetivo.

iii) Se f for um homomorfismo injetivo, entao o subreticulado f(L) de K é
isomorfo a L, e f serd dito um mergulho (de L em K).

Relembrando os dois modos de ver um mesmo reticulado L, percebemos que
um mapa f : L — K (onde K é também um reticulado) é um isomorfismo de
ordem se, e somente se, for um mergulho de ordem, se, e somente se, for um
isomorfismo de reticulados. Pode-se também mostrar que f preserva ordem se,
e s6 se, para todos a,b € L, f(aVb) > f(a)V f(b), se, e sé se, para todos
a,be L, fland) < fla) A f(b).

2.3 Algebras de Boole

Seja L um reticulado distributivo com T e L. Um elemento b € L sera dito
complementado (ou clopen) se, e s se, o sistema

cAb=_1
xrVb=T

possuir uma solugao em L. Quando isto ocorrer, esta solucao sera unica, e serd
denotada por —b.

Uma dlgebra de Boole (que abreviaremos aB) é um reticulado distributivo
com T e L no qual todo elemento é complementado. Denotaremos por B(L) o
conjunto dos elementos complementados de L. Um subconjunto S de uma aB
B é uma sub-dlgebra de Boole de B se, e sGse, T, L € S e S for fechado por
infimos, supremos e complementagcdes.

Podemos definir equacionalmente a classe das aB adicionando uma nova
operagao unaria — as operagoes de reticulado e adicionando os seguintes axiomas
aqueles que definem um reticulado distributivo com T e L:

(i) Ve(xV-az=TexA-xz=_1

(ii)) ~L=Te-T=_L1.

Para um exemplo de aB, considere, em um espago topolégico (T,Q(T)), o
reticulado C(T) dos clopens de T. Mostra-se que C(T) = B(Q(T)), sendo
portanto uma aB. Pode-se mostrar que toda aB é isomorfa a C'(X) para algum
espaco topoldgico X. O reticulado dos abertos regulares de T é também uma
aB.

Numa aB B, definimos, para a,b € B, a implicacao a — b por

a—b=-aVb.

Valem as seguintes propriedades (com z,y,z € B):
(i) =—z = z (lei da dupla negagao)
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(ii) 7(zVy) =~z A—y; 2(z Ay) = -z V -y (leis de De Morgan)
(iii) 2 < (y = 2) se, esdse, s Ay < z
(iv)x —y=maz{a € B:zNa <y}
(v)x<yse,esése,x —y=T

(vi) z A (x — y) <y (modus ponens)

(vil) (z — y) = (-y — —x) (contrapositiva)

Morfismos de algebras de Boole sao simplesmente morfismos de reticulados
distributivos. Se f: L — K é um morfismo de reticulados distributivos, entao

(i) se x € B(L), entao f(x) € B(K) e f(—z) = —f(z);

(ii) se L é uma aB, entdo f preserva complementagoes e implicagoes.

24 Algebras de Heyting

Uma dlgebra de Heyting (brevemente aH) é um reticulado distributivo H
com T e | tal que, para todos x,y € H,

max{z € H| z Nz <y} existe em H.
Este elemento é denotado por
x — y (“x implica y”).
Assim, para todo x,y,z € H,
xANz<yse esose z<(x—y).

Se H e L sao algebras de Heyting, um mapa f : H — L é um morfismo de
aH se, e s6 se, f é um morfismo de reticulados tal que para todos z,y € H,
flz—y) = f(z) = fy).

Um exemplo fundamental de uma aH é a topologia Q(X) de um espago
topolégico X. A implicacdo — é dada por

U—-V=mt((X-U)uV).

onde int(A) denota o interior do conjunto A C X.

Claramente cadeias com primeiro e ultimo elementos sao algebras de Heyt-
ing.

Toda aB B é uma aH, pois quaisquer que sejam x,y € B, (—zV y) é o maior
z€ Btalque z Ax <y.

Podemos definir por meio de equagoes a classe das algebras de Heyting. Para
isto, basta adicionar as relagoes definidoras de reticulados distributivos as trés
identidades seguintes:

(HDan(z—y)=zAy

@) zn(y—z)=zA((xAy) = (zA2)

B oA (@hy) —a) =2

Algumas das propriedades bésicas das algebras de Heyting estao listadas
abaixo.

Para z,y, 2 em uma aH H, temos

(a) z<yse esése,z —y=T
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b) (Modus Ponens) z A (z — y) <y

¢)y < zimplica (z —y) < (z —2)e(z —2) < (y— )
dz<(z—y) —y

e) (yVz)—ma=(y—z)A(z—z)
fa—(ynz)=(@—y) Az —2)
g)(z—=t)V(y—2)<(xAy) = (tV2)

h)yz —(y—2)=(@Ay) — 2

Definimos o pseudo—complemento de x € H por —\xdzmc(x—> 1). Com relagao
a esta operacao, temos as seguintes propriedades:

(a) z < -z

(b) =z =1 implica z =0

(¢) <y implica —y < —x

(d) ~(zVy) =-z A~y

(e) ~zV -y < =(zAy)
()

L = X

No caso de H ser um espaco topolégico X, o pseudo-complemento de U &
Q(X) é dado por U = int(X —U).

Se h : H — K éum morfismo de aH, entao h preserva pseudo-complementos,
isto é, h(—x) = —h(x), para todo x € H.

Uma dlgebra de Heyting completa (brevemente aHc) é uma oH H na qual
H é um reticulado completo. Se H e H' sdao aHc’s, um morfismo f: H — H' é
um morfismo de aHc’s se, e s se, preserva infimos finitos e supremos arbitrarios
entre reticulados completos.

Se H é uma aHc, um subconjunto L de H é uma sub — aHc de H se a
inclusao canodnica de L em H for um morfismo de aHc’s. Vé-se assim que se X
é um conjunto nio vazio, entdo as sub-aHc’s de 2% sdo as topologias em X.

Em uma aHc H, infimos finitos distribuem sobre supremos arbitrarios, isto
€,

AV B) =\ (zAy)

yEB

onde x € H e B C H. Comumente esta propriedade é usada para caracterizar
as aHc’s.

Encerramos esta segao esclarecendo que a semelhanca de algumas propriedades
de algebras de Heyting com leis da légica nao sao casuais: de certo modo, a teo-
ria de aH pode ser vista como uma teoria algébrica da implicacao.



Capitulo 3

Nocoes basicas de Teoria de
Categorias

Abordamos agora tdpicos bésicos da Teoria de Categorias (TC). A atengdo
especial que dispensaremos a categoria Set é facilmente explicada: no préximo
capitulo apresentaremos o conceito de topos, que generaliza, num sentido a ser
precisado mais tarde, a nocao de conjunto. As referéncias para este capitulo sao
[4] e [5].

3.1 Definicao e exemplos

Um dos padroes recorrentes na Matematica é a introducao de uma classe de
objetos e a seguir o estudo das fungoes entre objetos da classe introduzida. Ex-
emplos nao faltam: espagos vetorias e transformagoes lineares; grupos e homo-
morfismos de grupos; anéis e homomorfismos de anéis; reticulados e mapas entre
reticulados; espagos topolégicos e fungoes continuas; variedades diferencidveis e
fungoes diferenciaveis. A Teoria de Categorias captura a esséncia dos exemplos
acima, e permite tratar de maneira generalizada uma grande gama de con-
ceitos matematicos que recaem no padrao mencionado. Abaixo apresentamos a
defini¢ao de categoria.

Definigao 3.1 Uma categoria C é composta pelo segquinte:
1) uma colegao | C |, cujos elementos sao chamados objetos de C;
2) uma cole¢do de morfismos satisfazendo:
i) para cada par de objetos A, B €| C |, existe uma cole¢ao de morfismos
de A em B (denotada por Home (A,B), ou simplesmente Hom(A,B), quando a
categoria estiver subentendida), munida das operagoes dom e cod, que a cada
morfismo em C associam, respectivamente, seu dominio e seu contra-dominio.
Se f € Hom(A, B), escreveremos f: A — B.
i) existe uma operagdo parcial de composicdo entre morfismos: se f:
A — B eg: B— C sdo morfismos, entdo existe em C o morfismo gof: A — C.
i11) a composi¢do definida em i) é associativa.
i) para cada objeto A, existe o morfismo ida: A — A (identidade em
A) tal que se f: A — B e g: C — A sao morfismos, entdo foida = f eidaog=
g.

13
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Dizemos que uma categoria C é pequena se | C | e a colecdo de morfismos
forem conjuntos. C é localmente pequena se, para quaisquer objetos A, B de C,
Hom(A, B) é um conjunto.

Um recurso grafico de grande utilidade no estudo da Teoria de Categorias
sdo os diagramas. Abaixo seguem alguns exemplos de diagramas:

A—1op Ay Ay
go\f\ ig \ lf X TQ
C B c

Formalmente, um diagrama em C é um par D = (O, M) tal que O = {A;};cr
¢ uma familia de objetos de C e M C J; jo; Hom(A;, A;) é uma colegdo de
morfismos entre objetos de @. Um diagrama é dito finito quando contém finitos
objetos e morfismos. Os diagramas acima representam as condigdes ii) e iv) do
item 2 da Defini¢ao 3.1.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de categorias.

e A categoria SET é categoria cujos objetos sdo conjuntos e cujos morfismos
sao fungoes entre conjuntos.

e Top ¢ a categoria dos espacos topoldgicos e fungoes continuas.

e Na categoria Man, os objetos sao variedades diferencidveis, e os morfismos
sao funcgoes diferencidveis.

e As categorias Grp, Rng e Mon tém por objetos, respectivamente, grupos,
anéis e mondides. Em cada uma delas, os morfismos sao os homomorfismos da
estrutura considerada.

e Fixado um corpo K, podemos contruir a categoria Veck, na qual os objetos
sao os espagos vetorias sobre K e os morfismos sao as transformagoes lineares
entre estes espagos.

e Dado um poset P, podemos vé-lo como uma categoria Cp, onde | Cp |= P
e, para todos =,y € P,

{(z,y)} sex<y
Hom(z,y) =
1] caso contrario

Como caso particular desta construgio, ressaltamos que uma topologia Q(X)
pode ser vista como uma categoria, dado que (2(X), C) é um poset.

Dada uma categoria C, podemos, a partir desta, formar novas categorias.
Veremos agora alguns métodos de fazé-lo.

Categoria C? os objetos sao as flechas de C. Dados f, g €| C’|, uma flecha de f
em ¢ é um par h = (hy, he), onde hy : dom(f) — dom(g) e ha : cod(f) — cod(g)

sao flechas em C tais que o diagrama abaixo comuta.

dom(f) —"> dom(g)
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Identidade e composicdo de morfismos sao definidos coordenada a coorde-
nada.

Categorias slice (ou comma): Dada uma categoria C, fixa-se um objeto
A e constréi-se a categoria slice C | A que tem como objetos os morfismos de C
com contra-dominio 4, isto é, | C | A |= Uycc Hom(X, A). Um morfismo k:
f—gemC | Aéum morfismo k: dom(f) — dom(g) em C tal que o diagrama
abaixo comuta.

dom(f) ——* = dom g

(f) (9)
x /
A
Dado um objeto f: B — AdeC | A, tem-se id;= 1dp.

Dadas agora duas categorias C e D, podemos fazer seu produto, obtendo
assim uma terceira categoria. A colegdo de objetos e os morfismos sdo come
descritos a seguir.

Categoria produto: A categoria C x D étalque |[CxD |=|C | x | D |
Dados os objetos (4, B) e (C,D) de C x D, um morfismo entre eles é um par
h = (f,g) de morfismos f : A — C e g: B — D em C e D, respectivamente.
Composicao e identidade sao calculados coordenada a coordenada.

Categoria dual (ou oposta) A categoria dual (ou oposta) a C, que deno-
tamos C°P, é definida por

i) |7 = | C |

it)Homcor (A,B)= Homc(A,B).
Para obter a categoria dual, devemos inverter o sentido dos morfismos e da
ordem das composigoes. Por exemplo, f o g torna-se go f.

3.2 Morfismos

Vamos agora observar o comportamento dos morfismos em uma categoria.
Nossa motivacao é encontrar generalizagoes de propriedades das fungoes (mor-
fismos em SET), como injetividade e sobrejetividade.

Uma fungao f: A — B é dita injetiva se f(a) = f(b) implica a = b. E f4cil
ver que f: A — B é injetiva se, e s se, para todo par de funcoes f,g: X — A
tais que f(g(x)) = f(h(x)), para todo = € X, tem-se g(x)= h(x). Ou seja, na
igualdade f og= foh, podemos cancelar f em ambos os lados e concluir g = h.

Motivados pela observagao precedente, dizemos que um morfismo f : A — B
em C é um monomorfismo se, para todo par de morfismos g,h : X — A tal que
fog= foh,entdao g = h.

Notemos agora que uma funcao f : A — B é sobrejetiva se, para todo
y € B, existir z € A tal que f(x) = y. Como no caso de fungdes injetivas, é
rotineiro verificar-se que f : A — B é sobrejetiva se, e somente se, para todo
par de fungodes g, h : B — X tais que g(f(a)) = h(f(a)) para todo a € A, entdo
g(b) = h(b) para todo b € B. Ou seja, na igualdade g o f= h o f, podemos
cancelar f e obter g = h.
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A fim de generalizar a nocao de funcédo sobrejetiva, dizemos que um morfismo
f: A — B é um epimorfismo se, para todo par de morfismos g,h : B — X tal
que go f= ho f, entdao g = h. Observe que os conceitos de monomorfismo e
epimorfismo sao duais.

Em SET, uma funcdo é dita bijetiva quando existe uma funcédo g : B — A
tal que g(f(a)) =a e f(g(b)) = b, para todo a € A e b € B. Dizemos que g é a
inversa de f, e a denotamos por f 1.

A generalizacao de funcao bijetiva é feita do seguinte modo: um morfismo
f:A— BemC é dito um isomorfismo se existe um morfismo g : B — A tal
que go f=idy e fog=idg. Quando existe o morfismo g, denotamo-lo por f~1,
e neste caso dizemos que A e B s@o ismorfos (escrevemos A ~ B).

E importante observar que em SET, isomorfismo significa (simultaneamente)
monomorfismo e epimorfismo. Isto ja nao vale para outras categorias. Por exem-
plo, em Mon existem monomorfismos que sao epimorfismos mas nao possuem
inversa, nao sendo, portanto, isomorfismos.

3.3 Construcoes universais basicas

Apresentamos agora defini¢oes que generalizam construgoes existentes em
SET. Fixamos uma categoria C arbitréria.

O produto cartesiano dos objetos A,B €| C | é um par (Ax B, {m,m2}) (onde
AxBeg|C|lem: AxB— Aem: Ax B — B sido morfismos) satisfazendo a
seguinte propriedade universal: se (C, {f1, f2}) é um par formado por um objeto
de C e dois morfismos fi: C — A e fo: C — B, entdo existe um tnico morfismo
(f1, f2):C — A x B tal que o diagrama abaixo comuta:

AxB

E importante fazer as seguintes observagoes:

i) O produto é tnico a menos de isomorfismo (ou seja, se existem dois pares
satisfazendo a defini¢do de produto, entao estes dois pares sao isomorfos).

ii) Ax B~ B x A.

ili) m1 e my s@o epimorfismos.

Também existe uma definicdo de produto para morfismos: se f : A — A’ e
g : B — B’, entao o morfismo f x g: A x B — A’ x B’ é o0 tinico morfismo tal
que o diagrama abaixo comuta.
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Ax B
/ \
A fom goTmsa B
fl fxg lg
A B’
™ 5
A’ x B’

A nocao de produto cartesiano genereliza justamente a nocao de produto
cartesiano de conjuntos. Tomando o conceito dual, que chamamos coproduto,
obtemos a generalizagao da nocao de uniao disjunta. Mais especificamente,
o coproduto de A, B € C é o dual do produto destes mesmos objetos, e o
denotamos por AJ] B. O morfismo que realiza a universalidade do diagrama
associado & defini¢ao é denotado por [f1, fa].

A versao categorial de maior subconjunto do dominio em que duas fungoes
de mesmos dominio e contra-dominio coincidem é chamada equalisador. Dados
morfismos f,g: A — B, o equalisador de f e g é um par (E,i) (com E €|C | e
i: E — Asatisfaz f oi= goi), tal que se (C,h) é tal que h : C — A satisfaz
f oh= goh entao existe um tinico morfismo k : C — FE tal que

——=p

oA

C

comuta. Note que i : E — A é sempre um monomorfismo, e se i é também
epimorfismo, entao resulta ser isomorfismo.

Dualizando a nogao de equalisador, obtemos o conceito de co-equalizador.
Em SET, os co-equalisadores surgem da nogao de relagao de equivaléncia.

Alguns objetos exercem papel relevante na estrutura da categoria em questao.
Eles sao divididos em dois tipos: objetos iniciais e objetos finais. Um objeto 0
de C é dito inicial se, para todo A €| C |, existe um tnico morfismo ! : 0 — A
em C. Claramente um objeto inicial é inico a menos de isomorfismo.

Vé-se imediatamente que em SET, o objeto inicial é (). Logo, é de fato tinico
(e ndo a menos de isomorfismo, dado que, pelo Axioma da Extensionalidade
(Zermelo-Fraenkel), o inico conjunto vazio é tinico.). Se P é uma ordem parcial,
entdo o objeto inicial em Cp é 1, quando ele existir.

A titulo de ilustracao, veja-se que o produto tensorial de dois médulos é
obtido como objeto inicial da seguinte forma: seja A um anel comutativo com
unidade 1, e sejam FE, F' dois A-mdédulos. Associemos a eles a categoria I3 cujos
objetos sdo as aplicagoes bilineares f : F x F — X, (onde X é um A-mddulo
qualquer) e cujos morfismos sao as aplicagbes f +— go f (onde g : X — Y é
uma aplicagao linear), isto é, dados f : EX F — X e h: Ex F — Y| entao
g : f — h é uma aplicagao linear g : X — Y tal que
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comuta. Seja L o conjunto das combinagoes lineares formais de elementos de
E x F, com sua estrutura de A-mddulo natural. Seja R o A-submédulo de L
gerado pelos elementos da forma

(X+X’7 Y) - (Xv Y) - (Xva Y)v (/\X’ y) - /\(Xa y)
(X, Y+y7> - (X’ Y) B (X’ y7)’ (X’ :uy) - ,LL(X, y)

O moédulo quociente L/R é um objeto inicial na categoria B, conhecido como
produto tensorial de E e F', denotado por £ ® F.

O outro tipo de objeto especial sao os objetos finais, que obtidos pela dual-
izagao da nogao de objeto inicial. Explicitamente, um objeto 1 de uma categoria
C é dito um objeto terminal se para todo objeto A de C, existe um tinico mor-
fismo!: A — 1. O objeto terminal é inico a menos de isomorfismo.

Apresentamos o conceito de pullback. Dada a grande importancia desta
contrugao, destacamo-la na forma da defini¢ao seguinte.

Definigao 3.2 Dados dois morfismos f: A— C e g: B — C, seu pullback
(ou produto fibrado) é um par (D,{p1,p2}) tal que py : D — A, pa: D — B sdo
morfismos em C tais que

D—>B
A C

comuta, e este par satisfaz a sequinte propriedade universal: se (E,{q1,q2}) €
um par tal que q1: E — A, qo: E — B sdo tais que

—_—

f

E—2-B

comuta, entdo existe um unico k : E — D tal que

E
qu\
a\ DB
l;ﬂl lg
AT)C

comuta.
O pullback é inico a menos de isomorfismo. O seu dual é chamado pushout.
Para dar uma idéia da grande importancia do conceito que acabamos de definir,
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mostramos como algumas construgoes importantes em matematica sao obtidas
via pullbacks.

e Em SET, dada uma fungao f: A — B e C C B, entdo f~}(C)={a € A |
f(a) € C} (a imagem inversa de C por f) surge do pullback

FHO) A

| lf

onde j e i sdo inclusoes e fx é a restricdo de f a f~1(C).
e Em Cp, um diagrama
Y
z

é um pullback se, e s6 se, s é o infimo de z e y.
e Se C tem objeto terminal 1, entdo o produto cartesiano de A,B €| C | é
obtido do seguinte pullback:

—_—

S8<—»

_—

g

C

B
f J{!
1

A

|

|

!

O resultado a seguir é de grande utilidade para demonstrar que certos dia-
gramas sao pullbacks.

Teorema 3.3 [Lema do pullback] Considere um diagrama da segquinte forma:

[ ]
[ ]

i) Se os quadrados menores sao pullbacks, entdo o retingulo externo é
pullback.

i1) Se o retangulo externo e o quadrado direito sao pullbacks e o quadrado
esquerdo comuta, entdo o quadrado esquerdo € pullback.

— — >

o<—20
oe<—0

A nocao de limite, que apresentamos a seguir, permite generalizar todas as
contrucoes feitas até aqui. Antes, precisamos dizer que, dado um diagrama
D = (O, M) em C, um cone para D é um par (C,{f;}icr) tal que, para todo
ie€l, fi: C — A; é um morfismo em C tal que
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comuta para todo f € M. Um co-cone é definido por dualidade.
Agora estamos em condigao de definir limite:

Definicao 3.4 Um limite para diagrama D € um cone (C,{fi}icr) para D
tal que, para todo outro cone (E,{g;}icr) para D, existe um dnico morfismo g:

E — C tal que
A;
N
E—F——C

comuta para todo i € I. Um co-limite € definido por dualidade.

Limites e co-limites sao Unicos a menos de isomorfismo. Mostramos agora
como as contrugoes anteriores sao obtidas como limites:

e O diagrama D= ({A, B},0) tem como limite o produto cartesiano (A4 x
B, {7T1, 71'2}).

e O diagrama D= ({A,B},{f : A — B,g: A — B}) tem como limite seu
equalisador (E, {i}).

e O diagrama vazio D= (0, )) tem como limite o objeto terminal 1.

e O diagrama D= ({A,B,C},{f : A — C,¢g : B — C}) tem como limite
seu pullback.

Dada a importancia dos limites, classificamos as categorias de acordo com
a existéncia de certos limites. Dizemos que uma categoria C é (finitamente)
completa se todo diagrama (finito) possui um limite. C é (finitamente) co-
completa se todo diagrama (finito) possui um co-limite. C é (finitamente) bi-
completa se é (finitamente) completa e (finitamente) co-completa.

Mostra-se que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma categoria
seja finitamente completa é que ela possua objeto terminal e pullbacks.

Para finalizar, apresentamos a generalizagao da nogao de espago de fungoes
de A em B. Dado um par de objetos (A,B) numa categoria C com produtos
finitos, a exponencial B elevado a A é o par (B4, ev) tal que BA €| C | e
ev: BA x A — B é um morfismo com a seguinte propriedade universal: dado
outro par (E, h) com h: E x A — B, existe um tinico morfismo h : E —B# tal
que

BAXx A

Ex A

comuta. Logo, Hom(C x A, B) ~ Hom(C,B"). Uma categoria finitamente
completa com exponenciacao é chamada cartesiana fechada.

Notemos que se H é uma &lgebra de Heyting, entao a exponencial y* é dada
pela implicacao * — y. Notemos ainda que se C é uma categoria cartesiana
fechada com objeto inicial 0, entao:
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a) 0) ~ 0 x A, para todo A €| C |.
b) Se existe f: A — 0, entdo A ~ 0.
c) Se 0 ~ 1 entdo C é degenerada, isto é, todos os seus objetos sao isomorfos.

d) Todo morfismo f: 0 — A é monomorfismo.
e) A~ A, A°~1e14~1.

3.4 Funtores

O que acontece se considerarmos uma categorias cujos objetos sao algumas
categorias? Ao tentar responder a esta questdo, percebemos que precisamos da
nocao de “morfismo de categorias”. Assim chegamos naturalmente a idéia de
funtor.

Defini¢ao 3.5 Sejam C, D duas categorias. Um funtor (covariante) F é uma
aplicagio F : C — D que, a cada A €| C |, associa um objeto F(A) €| D |, e
a cada morfismo f : A — B em C associa um morfismo F(f): F(A) — F(B),
satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) F(ida) = idp(a)

(ii) F(f o g) = F(f) o F(g).
Um funtor contravariante G : C — D é um funtor covariante G : C°P? — D.
Sua a¢do inverte a diregdo dos morfismos: se f: A — B € um morfismo em C,

entdo G(f) : G(B) — G(A), e G(f o g) = Glg) o G(f).

Assim como fazemos com morfismos, também podemos compor funtores.
Para isto, sejam F : C — D e G : D — & sao dois funtores, entao definimos,
para cada objeto A €| C | e morfismo f : A — B em C, o funtor composto
Go F :C — & da seguinte forma:

(GoF)(A) = G(F(A));

(GoF)(f) = G(F(f));

Apresentamos agora alguns exemplos de funtores:

e O funtor identidade id¢ : C — C leva cada objeto e morfismo em si mesmo.

e Funtor de esquecimento: Se C é uma categoria cujos objetos sao conjuntos
com estrutura adicional, o funtor de esquecimento F: C — SET é definido
nos objetos como sendo o conjunto subjacente (o funtor esquece a estrutura
adicional), e se f: A — B é um morfismo de C, entdo F(f) é a aplicagio de
conjuntos f. Se C = Top e (X,Q(X)) €| Top | , entdo F((X,Q(X))) = X, e se
f: (X, QX)) — (Y,92(Y)) é uma funcao continua, entdo F(f)=f: X — Y.

e Funtor Hom(A,-): Se C é uma categoria localmente pequena, fixamos
um objeto A de C e definimos o funtor Hom(A,-): ¢ — SET da seguinte
forma: num objeto B de C, Hom(A,-)(B)=Hom(A,B), e em f: C — D, defini-
mos Hom(A,-)(f): Hom(A,C)— Hom(A,D) como sendo o morfismo que, a cada
g € Hom(A, (), associa o morfismo fog € Hom(A, D).

e Hom(-,A): C — SET, onde C é uma categoria localmente pequena e A
¢ um objeto de C, é um funtor contravariante definido por: se B €| C | ,
Hom(-,A)(B)=Hom(B,A), e se f: C — D é um morfismo em C, Hom(-,A)(f):
Hom(D,A)— Hom(C, A) é o morfismo que a cada g € Hom(D, A) associa o
morfismo g o f € Hom(C, A).

Podemos considerar a categoria Cat cujos objetos sao categorias pequenas
e cujos morfismos sdo funtores. A composicdo de morfismos e os morfismos
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identidade sao dados como definidos acima. Dadas duas categorias C e D, pode-
mos considerar a categoria CP cujos objetos sdo funtores de D para C. Para
isto, precisamos definir a nogao de morfismo de funtores, que é o que faremos a
seguir.

Sejam F,G : C — D dois funtores. Uma transformagao natural n: F — G
¢ uma familia de aplicagdes {n4}aec indexadas em A € C, onde n4 : F(A) —
G(A) é um morfismo em D. A transformagao é natural no seguinte sentido: se
f+A— B éum morfismo de C, entao o diagrama abaixo comuta:

F(A) s G(A)

)
F(f)l lcm

F(B) —2> G(B)

Um isomorfismo natural, nacao presente em muitos contextos, nada mais é
que uma transformacao natural n : F' — G tal que para cada objeto A de C, na
é um isomorfismo.

Podemos usar funtores para dizer quando duas categorias sdo parecidas.
Para isto, temos os conceitos de isomorfismo, equivaléncia e dualidade. Se
F :C — D é um funtor, F é dito um isomorfismo de categorias se existe
um funtor G : D — C tal que Go F = idec e F o G = idp. F sera dito uma
equivaléncia de categorias se existir um funtor G : D — C tal que existem
transformacoes naturais n : idec — G o F e 0 : idp — F o G. Neste caso,
as categorias C e D serdo ditas equivalentes. Se for o caso de C°? e D serem
equivalentes, entao C e D serao ditas duais.

Para um exemplo de equivaléncia de categorias, seja H a categoria das aHc’s
e morfismos que preservam infimos finitos e supremos arbitrarios, e seja Loc =
H°P a categoria de locales. Um ponto de um locale H é um morfismo p: H — 2
em H (onde 2= {0,1} com sua estrutura de aHc). Um locale H é espacial se,
para todo a,b € H com a # b, existe um ponto p tal que p(a) # p(b). Os locales
espaciais com morfismos de locales formam a categoria SLoc.

Seja Sob a categoria dos espagos topoldgicos sébrios e fungoes continuas.
O funtor Q2: Sob — SLoc definido por X — Q(X) e (f: X - Y) — (f 1
QYY) — Q(X)) é uma equivaléncia de categorias.

Como exemplo de dualidade, temos o Teorema de Representacao de Stone
para algebras de Boole, que estabelece uma dualidade entre a categoria das
algebras de Boole e seus homomorfismos e a categoria dos espacos topoldgicos
Hausdorff compactos totalmente desconexos e fungoes continuas.



Capitulo 4
Topos

Apresentamos neste capitulo o importante conceito de topos, que generaliza,
num certo sentido, a nocao de conjunto. Relacionamos o tema desenvolvido
neste capitulo com as dlgebras de Heyting. A relacdo entre estes dois topicos se
mostrard fundamental no préximo capitulo. As referéncias para este capitulo
sao [5], [4] e [7]

4.1 Motivacao

Seja C uma categoria pequena, e fixe A €| C |. Definimos no conjunto dos
monomorfismos com contra-dominio A a seguinte relacao de equivaléncia: m ~
n se, e somente se, existe exatamente um isomorfismo f : dom(m) — dom(n)
tal que m = no f. Seja Sub(A) o conjunto das classes de equivaléncia [m] de
monomorfismos m : dom(m) — A. Para efeitos notacionais, identificaremos os
monomorfismos e suas respectivas classes de equivaléncia.

Dados [m1],[ma]€ Sub(A), dizemos que [m1]< [m2] se, e sé se, existe ex-
atamente um morfismo f : dom(m;) — dom(ms) tal que my = mgo f. O
par (Sub(A), <) é um poset (mais tarde mostraremos que (Sub(A), <) é uma
algebra de Heyting).

Em teoria de conjuntos, os simbolos p(A4) e 24 sio usados para denotar
o conjunto das partes de A. O motivo para tal notacdo é a bijecdo existente
entre os subconjuntos de A e suas fungoes caracteristicas xp:4 — 2 = {0,1},
definidas por

1 sexeB

xB(r) =
0 caso contrario

Dada g : A — 2, seja By={z € A | g(z) = 1}. Claramente xp,= g. Como
By=g~'({1}), o diagrama a seguir é um pullback:

Bg(#') A

1}—2

true

23
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onde i é a fungdo de inclusdo e true(l) = 1.

Vé-se assim que o conjunto 2 e a fungdo y_ sao especiais em SET: juntos,
eles nos dizem se um conjunto é ou nao subconjunto de um outro. Notemos
que nao é essencial tomarmos o conjunto 2 no que fizemos acima: poderiamos
té-lo substituido por qualquer outro conjunto com dois elementos, ou seja, por
qualquer conjunto isomorfo a ele. Assim, o par (2, x—) é um “classificador de
subconjuntos”, assim como também o é qualquer par da forma (A4, x_), onde
A ~ 2. Vamos agora generalizar esta constru¢ao para uma categoria arbitraria.

4.2 Definicao e propriedades elementares

Definicao 4.1 Seja C uma categoria com objeto terminal 1. Um classificador
de subobjetos para C € um par (Q, true) tal que Q €| C | e true : 1 — Q € um
morfismo de C satisfazendo: para cada monomorfismo f : B — A, existe um
unico morfismo xy:A — § tal que o diagrama abaizo é um pullback:

BCL>A

| b
1 true Q

O classificador de subobjetos é tinico a menos de isomorfismo. A proposigao
a seguir, que indica que estamos no caminho certo para generalizar a idéia de
conjunto, é a versao geral de p(A) ~ 24:

Proposigao 4.2 Se C é uma categoria possuindo classificador de subobjetos
e pullbacks, entdo vale Sub(A) ~Home(A,Q).

A seguir, a defini¢ao de topos:

Definicao 4.3 Um topos (elementar) é uma categoria C tal que
(1) C € finitamente completa.
(2) C ¢ finitamente co-completa.
(3) C tem classificador de subobjetos.
(4) C tem exponenciagao.

E possivel mostrar que (1),(3) e (4) implicam (2). Logo, C é um topos se, e s6
se, é cartesiana fechada e tem classificador de subobjetos. Como ja apontamos
antes, (1) é equivalente a C possuir pullbacks e objeto terminal.

Decorre trivialmente da definicao e da proposi¢ao acima que em todo topos
vale Sub(A) ~Hom¢(A,Q). Outra propriedade conjuntista que se mantém em
todo topos é o fato de que um morfismo é isomorfismo se, e somente se, for
monomorfismo e epimorfismo.

A seguir, alguns exemplos de topos:

e SET é um topos.

e SET x SET ¢é um topos.

e Se C e D sao topos, entao C x D é um topos.

oFixe I €| SET | . SET | I (também denotada por Bn(I), de “bun-
dles” (fibrado)) é um topos.
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O exemplo anterior é um caso particular do seguinte resultado:

Teorema 4.4 [Teorema Fundamental dos Topos] Se C é um topos e A é
um objeto de C, entdo C | A é um topos.

4.3 Algebra de subobjetos

Vamos agora mostrar que Sub(A) é uma &lgebra de Heyting. Para isso, pre-
cisaremos do seguinte axioma.

Axioma 4.5 [Axioma Q] Para cada monomorfismo f : a — d eziste exala-
mente um morfismo xy: d — Q tal que

d

le

Q

|
1) ——

true

€ um pullback.

O morfismo x ¢ do Axioma 2 é dito morfismo caracteristico do morfismo f.
Abaixo, damos nomes a alguns morfismos caracteristicos de que precisaremos:

(i) O morfismo false : 1 — § é definido como sendo o morfismo caracteristico
de!:0— 1.

(i1) O morfismo — :  —  é definido como sendo o morfismo caracteristico
de false : 1 — Q.

(iii) O morfismo N : Q x Q@ — € é definido como sendo o morfismo carac-
teristico de (true, true) : 1 — Q x Q.

(iv) Para todo A €| C |, trues:A — Q denota o morfismo caracteristico de
ida.

(v) O morfismo U : Q x Q@ — Q ¢é definido como sendo o morfismo carac-
teristico da imagem de [(trueq,idq), (idg, trueq)]: Q[ — Q x Q.

(vi) Seja e :<X— € x Q o equalisador de

n
QXQW:;A

onde m; é a primeira projegao. Definimos =: 2 x 2 — 2 como sendo o morfismo
caracteristico do monomorfismo e.

Notemos que em SET, com as notagoes introduzidas acima, temos false(x) =
0, =(0) =1, =(1) = 0, e as flechas definidas sdo as fungoes de verdade cldssicas.

Definindo em Sub(A) as operagoes a seguir (onde [f], [g] € Sub(A) ),

i) -f é o monomorfismo associado com —o xs: A — Q.

ii) f Mg é o monomorfismo associado com No < xy,xg >: A — Q.

ili) f U g é o monomorfismo associado com Uo < x¢,xg >: A — Q.

iv) f = g é o monomorfismo associado com = o < x5, xg >: A — Q.

v) Seja 04 : 0 — A o tdnico monomorfismo de 0 em A. Definimos 0 = [04],
1 = [ida], —[f] = [-f] e [f] = [g] = [f ™ g] para < sendo um dos simbolos
m,u, =,
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mostra-se que a estrutura (Sub(A), —, M, U, =, 0, 1) é uma dlgebra de Heyting
tal que

[] < [g] se, e 86 se, [f] = [f]1M[g], se, e s6 se, [f] = [f]U]g]-

Observe que Sub(A) é uma &lgebra de Heyting externa, por ser a repre-
sentagao externa da generalizagao de p(A). De modo geral, um objeto L de um
topos C é uma algebra de Heyting interna se existem morfismos V : L X L — L,
ANA:LxL—-L = LxL—L 1:1— LeT:1— L satisfazendo as
equagoes correspondentes. Por exemplo, zVy =yVz e x Az = x sao dados
pela comutatividade dos seguintes diagramas:

\V <idp,idp >
LxL——=1L —— L XL
A

L
<71'2,7T1>l / idLl /
2
L

LxL

Desta forma, a representacdo interna de Sub(A) é Q4. Em particular, Q ~ Q!
é uma algebra de Heyting interna.

Fazemos agora uma observagao de grande relevancia para o aspecto logico
do que estamos fazendo: como () representa a algebra dos valores de verdade
do topos C, temos que a légica interna dos topos nao é classica, mas sim intu-
icionista.

Para finalizar, mostramos como as construgoes acima podem ser internal-
izadas com o uso do Lema de Yoneda (Ver Apéndice II).

Vimos que Sub(A) é uma aH (Sub(A),Ma,Ua, = 4,74, T,L1). Dado que as
operagoes acima sao naturais, entao, pelo Lema de Yoneda, podemos definir
morfismos em C

/\A:QAXQA—>QA

Va:04x04 504

:>A:QAXQA—>QA
—4:04 =04

tais que, junto com os morfismos T4, L4 : 1 — Q4 definem uma &lgebra de
Heyting interna (Q4, A4, Va, = 4,74, Ta, La).

A titulo de ilustragao, vejamos o caso do infimo. Fixe A €| C |.Para cada
objeto B de C, a operacao

Maxp : Sub(A x B) x Sub(A x B) — Sub(A x B)
é natural em B. Usando as bijecoes naturais
Sub(A x B) ~ Home(B,Q4)
Home (B, 24 x Q4) ~ Home (B, Q4) x Home(B,24)

obtemos uma familia de fungoes N4 : Home(B, Q4 x Q4) — Home(B,Q4)
indexada pelos objetos B de C. Ou seja, a familia N4 = {mg}Be\c\ é uma
transformacdo natural N4 : y(Q4 x Q4) — »(Q4). Usando o Lema de Yoneda

(com F = y(Q4)), vemos que N (a construcio externa de M4y p, para todo

objeto C de C) pode ser internalizada na segdo Ay et y(N4). E importante
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observar que A4 € y(Q4)(Q4 x Q4), isto é, N4 é internalizada através de um
morfismo A4 : Q4 x Q4 — Q4.

Em particular, tomando-se A=1, a construgao de Mp em Sub(B) resulta ser
natural em B, sendo entao internalizada por um morfismo A : 2 x Q — Q.



Capitulo 5

Pré-feixes, ()-sets e feixes

Neste capitulo apresentamos as ferramentas necessarias para se estudar a teo-
ria de conjuntos fuzzy de uma outra perspectiva, conforme anunciamos na in-
troducao do capitulo anterior. Estudamos primeiramente pré-feixes e feixes de
um ponto de vista“topoldgico”, e depois vamos olhar estes mesmos objetos de
maneira algébrica. Para diferenciar as abordagens, usaremos notacoes diferentes
para os mesmos conceitos, sendo que cada notagao refere-se a um ponto de vista.
As referéncias para este capitulo séo [7], [1] e [6].

5.1 Pré-feixes sobre espacgos topologicos

Seja (X, 2(X)) um espago topolégico. Um pré-feixe (de conjuntos) sobre X
é um funtor contravariante P : Q(X) — SET. Logo, para v C u em Q(X),
existe a funcao de restricdo Py, dada por P,,= P(v,u), de acordo com a figura
a seguir:

v P(v)
mmi T
P(u)

Os elementos s € P(u) sdo chamados segoes de P sobre u, e o dominio de P ¢
definido como sendo o conjunto | P [ = U,cqx) P(u).
Num pré-feixe P sobre X, definimos a funcao de igualdade (em P) por

[s=t] % U{w € QuNv) | Puw(s)=Pyu(t)}

para todos s,t €| P |, com s € P(u) et € P(v).

A extensao de uma segao s é definida por E(s) def [s=s]. Quando nao houver
risco de confusdo, escreveremos apenas E's para a extensao de s.

E claro que s € P(u) se, e s6 se, Es = u. Para s,t,z €| P |, as seguintes
propriedades sao facilmente verificadas:

(a) [s=s]= Es (reflexividade)

28
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(b) [s=t] CE(s)NE(t)

(c) [s=t]=[t=s] (simetria)

(d) [s=t] N [t=2] C [s=7] (transitividade)

Dizemos que um pré-feixe P é extensional (ou separado) se satisfaz

para todos s,t €| P |, Es= Et= [s=t] implica s = t.

Para um pré-feixe P, definimos uma fungao restri¢do | : | P | xQ(X) —| P |
da seguinte forma:

(s,u) =P ps) une(s) (8)-

Sejam P um pré-feixe extensional, u,v € Q(X) e s,t €| P |. Entao valem as
seguintes propriedades:

(a) s |ms

(b) (5|u)|1)—5|uﬂv .

() [s|u=t|s]=[s=t]Nv .

(d) S |[s t]—t|[e t]

(e) existe tinco * E\ P | tal que Ex= () e s |p= *.
(£) E(t]u)=E(t)Nu.

(g) t |u= s se, e s6 se, Es= FtNu= [s=t]

O conceito de feixe, que iremos formular em breve, pede que as segoes de um
pré-feixe possam ser combinadas, num sentido que tornamos preciso a seguir.
Dizemos que um subconjunto S C| P | é compativel se, para todos s,t € S,
s|pt= t|ms (ou, equivalentemente, [s=t]= EsNEt).

Agora possuimos os conceitos necessédrios para formular precisamente o con-
ceito de feixe de conjuntos sobre um espago topoldgico.

Definigao 5.1 Um pré-feize P é um feize (de conjuntos) se satisfaz:

se S C| P | é compativel, existe uma se¢ao t €| P |, chamada de colagem, tal

que Et=J,.q Es e, para todo s € S, t|ps= s.

5.2 Pré-feixes: caracterizacao algébrica

Iniciamos esta se¢cdo lembrando que uma &dlgebra de Heyting completa 2
é um reticulado completo tal que infimos finitos distribuem sobre supremos
arbitrarios, e que este objeto pode ser visto como uma categoria. Podemos
também considerar a categoria oposta 2°P, cujos objetos sao os elementos de €2
e para a, 8 € §2, definimos

{} sep<a
0 seBLa

onde {-} é um singleton (isto é, um conjunto unitario).
Um pré-feixe de conjuntos sobre 2 é um funtor F : Q°? — SET tal que
F(L) #0. Para 8 < a, o morfismo F(-) : F(a) — F(B) é chamado restri¢io de

Hom(a, §) =
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F(a) a F(B), e é denotado por of. As restricoes sempre satisfazem 0f, = idr(q),
Qg o Qg = gg, sempre que v < 0 < a.

Todo conjunto nao vazio X pode ser visto como um pré-feixe Fx sobre ()
definindo-se Fx(a) = X, 0§ = idx para a, € Q\{L}, Fx(L) ={}, of =!x
onde !x é a tnica fungdo de X para o singleton {-}.

O exemplo a seguir serd de grande relevancia na préxima secao.

Exemplo 5.2 Seja (Aa)acio,1] uma familia de conjuntos indexvada em [0,1]
com as sequintes propriedades: Ay = {-}, Aq C Ag sempre que 0 < 8 < a.
Tomando como restrigoes as inclusoes, a situag¢do acima dd origem a um pré-

feize F sobre [0, 1].

Apresentamos agora um outro ponto de vista sobre os pré-feixes sobre uma
aHe. Dizemos que uma tripla (A4,71,E) é um pré-feixe no sentido de Fourman
e Scott se A é um conjunto nao vazio, e 1 : A x Q — A (chamada restri¢ao),
E: A — Q (chamada extensdo) sdo morfismos satisfazendo :

(i) alE(a)
(i) (a10)18 = al(a A B).
(iii) E(ala) = E(a) A a.

||Q

Neste novo contexto, morfismos de pré-feixes sdo mapas que preservam re-
strigoes e extensoes, isto é, ¢ : (4,1, E)—(B,1,E) é um morfismo de pré-feixes
se, e somente se,

p(alN) = p(a)1A, E(p(a)) =E(a), A€ acA

Cada pré-feixe sobre 2 carrega uma nogao local de igualdade. E isto o que
nos diz a defini¢ao a seguir.

Definigao 5.3 Sejam A um conjunto e E: A x A—Q um mapa. E é chamado
igualdade Q-valorada em A se, e somente se, E satisfaz

i) E(a,b) = E(b,a).

it) E(a,b) N E(b,c) < E(a,c).
O par (A,E) é chamado Q-set. (A,E) serd chamado Q-set separado se adicional-
mente E satisfizer E(a,b) = E(a,a) = E(b,b) = a =b.

Um importante exemplo de igualdade 2-valorada é a igualdade E,. definida
por

T sex=y

Ee(z,y) =
1L sex#y

Um mapa ¢ : (A, E)—(B,F) é um mapa de {-sets se, e somente se, as
seguintes condicoes sao satisfeitas:

E(a,a) = F(p(a), ¢(a)).

E(a1,a2) < Fp(a1), p(az))
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-sets e morfismos entre eles formam uma categoria, que denotaremos por
Q-SET.

E possivel mostrar que, em cada pré-feixe (A,1,E) existe uma tnica igual-
dade 2-valorada F 4 determinada por

Ea(a,b) =V{A € Q| XA <E(a) ANE(b),alX =bIA}
Dado um Q-set (4, F), dizemos que um mapa s : A—) satisfazendo
s(a) A E(a,b) < s(b)
s(a) A s(b) < E(a,b)

é um singleton de (A, E). Como igualdades Q-valoradas sao simétricas e tran-
sitivas, todo elemento a € A induz um singleton a definido por a(b) = E(a,b),
para todo b € A. Um Q-set no qual para cada singleton s existe um tnico
elemento a tal que s = a é dito um §2-set completo.

Exemplos importantes de singletons sao os mapas da forma «.1, definidos
por

a sexr=a
aly(z) =
1 sex#a

onde a,x € X. Estes singletons de (X, E;) ndo sdo induzidos por nenhum
elemento de X. Quando Q = [0, 1], tais singletons sdo chamados pontos fuzzy.

Um dos fatos que justificam a introdugao do conceito de singleton é que
dando condicGes sobre eles, podemos transformar o pré-feixe em um feixe. De
fato, um pré-feixe (A,1,E) é um feixe de conjuntos sobre {2 se, e somente se,
para cada singleton s de (A, E ), existir um unico elemento a € A tal que s = a.
Este é justamente o resultado mais importante desta secao, e o destacamos na
forma do seguinte teorema.

Teorema 5.4 Seja CQ — SET a subcategoria de Q-SET constituida por €2-
sets completos e morfismos entre eles. Entdo CS2 — SET € isomorfa a sh(f).

A construgdo a seguir mostra como feixificar um 2-set. Para isto, sejam
(A, E) um Q-set e S(A, E) o conjunto de todos os singletons de (A, E). Defini-
mos a extensao de existéncia de um singleton s € S(A, E) por

a€A

Entfio existe uma tinica igualdade Q-valorada E em S(A, E) satisfazendo

E(s,s) =E(s), E(s,a)=s(a)
E facil ver que E é dado por

E(s1,82) = \/ s1(a) A s2(a).

acA
Seja 2(A, E) = (S(A, E), E). (A, E) é um Q-set completo, e 0 mapa a — @ é
um Q-SET-morfismo de (A4, F) em X(A, E). Desta forma, todo Q-set gera um
feixe sobre 2. Chamamos X(A, E) o espaco de singletons de (A, E).
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Teoria de conjuntos fuzzy

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos da teoria de conjuntos fuzzy.
Estes conceitos serao retomados, de uma outra perpectiva, no quarto capitulo
deste trabalho. As referéncias sao [9], [12], [13] e [11].

6.1 Definicoes basicas

Um conjunto fuzzy A é caracterizado por uma fungao caracteristica general-
izada pa: X — [0,1] chamada fungdo de pertinéncia de A e definida sobre um
universo de discurso X. Claramente os conjuntos classicos sao tipos especiais
de conjuntos fuzzy.

Denotaremos por F(X) a classe dos conjuntos fuzzy definidos sobre o universo
de discurso X.

Sejam A,B € F(X). Dizemos que A e B sdo iguais se, para todos os z € X,
temos pa(z) = pp(z). Definimos o conjunto vazio () com a seguinte fun¢ao de
pertinéncia: para todo z € X, pg(x) = 0.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos fuzzy. Um exemplo trivial é o con-
junto N dos numeros naturais. Podemos dar exemplo mais interessantes. Con-
sidere o conjunto A = {z € R | z ~ 10} (‘ser aproximandamente igual a 10’).
Uma possivel funcdo de pertinéncia para tal conjunto é pa(x) = max{0, 1 —
M}. Obviamente esta escolha nao é tnica. Poderiamos ter escolhido a
fungao ulA definida por

0 sexr<8oux>12

u;l(x): %‘8 se8< <10

B2 5010 <z <12
Uma terceira fungdo para este exemplo poderia ser u:, (z) = ew. Deno-
taremos os conjuntos caracterizados por estas fungoes respectivamente por A,
A’ e A”. E interessante notar que A # A’: de fato, pa(9,8) = 0,98, enquanto
1A (9,8) = 11,4(9,8) = 0,9. Note-se que pa(10) = ), (10) = 4 (10) = 1. J4
1a(0) = 14 (0) = 0, enquanto 11 4(0) = 2,24.1072%. Por outro lado, pa(11) =

32
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pa(9) = py(11) = 1y (9) = 0,5; p'y (11) = 14 (9) = 0,2079. Para = = 20 temos
14(20) = 114(20) = 0, e 5(20) = 4y (0) = 2,24.102%,

Um outro exemplo ainda tendo R como universo de discurso pode ser o
conjunto B = {x € R | 2 > 5} (‘ser um numero real muito maior do que 5’).
Uma possivel escolha de funcao de pertinéncia para tal conjunto é

0 sex <15

pp(r) = .,
l1—e3s0 sex>15

Neste exemplo, temos pp(5) = 0, up(20) = 0,55 e up(70) = 0,99. Esta seria
uma boa escolha para uma situagdo em que se avalia, por exemplo, a variagao
de pregos de um produto cujo menor valor encontrado foi igual a 5 (neste caso,
wp(x) préoximo de 1 significa que a amostra x é muito mais cara que a mais
barata encontrada).

Certamente existem muitos conjuntos fuzzy cujos universos de discurso nao
sao conjuntos de nimeros. Podemos dar como exemplos os seguintes: o conjunto
das pessoas de meia idade; o conjunto dos carros de poténcia média; o conjunto
das pessoas com alto grau de escolaridade.

No que se segue, consideraremos sempre A€ F(X).

O suporte de A é o conjunto supp(A) = {z € X | pa(z) > 0}. Se A tem
suporte finito, definimos a cardinalidade de A como sendo o numero | A |=
ersupp(A) ta(z). Se o universo de discurso X for um conjunto mensuravel

com medida P(z), definimos | A |= [}, pa(z)dP. E importante ressaltar que se
o conjunto A em questao for um conjunto cldssico, entao esta defini¢ao passa a
ser a definigao clédssica de cardinalidade.

Dentre os conjuntos classicos que associamos a um conjunto fuzzy, merecem
destaque os a-cortes de A, que denotamos por A, e definimos como A,={xz €
X | pa(x) > a}, sendo o € R. Define-se o a-corte forte de A por Ag={z € X' |
pa(x) > a}. Cada conjunto fuzzy determina todos os seus a-cortes e a-cortes
fortes. Reciprocamente, os a-cortes, bem como os a-cortes fortes, determinam
unicamente um conjunto fuzzy pois, como € facil verificar, para cada x € X,
vale

pa(zr) = sup{a.pa,(x) | a € (0,1} = sup{a.pa,(z) | a €[0,1)}.

Para poder contar com uma teoria operacional de conjuntos fuzzy, é necessario
poder definir ao menos as operagoes e relacoes basicas dos conjuntos cléssicos.
Nos seguintes paragrafos abordamos essa questao.

Sejam A,B € F(X). Dizemos que A esta contido em B (e escrevemos A C B)
se, para todo z € X, pa(z) < ppg(x). Claramente, ) C AC X e AC B,B C
A = A = B, sendo X o conjunto caracterizado por px (z) = 1, para todo z € X.

Definimos a unido e a intersecdo de A e B como sendo os conjuntos fuzzy
respectivamente caracterizados por

pauvs (@) = maz{pa(x), pp(z) |z € X}
pan(x) = minfpa(z), pp(z) | v € X}

para cada r € X.
Estas formulas incluem os casos cldssicos de unido e intersecao, e os general-
izam. Esta generalizacao nao é tinica, mas max e min sao os inicos operadores
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fe g que satisfazem o seguinte conjunto de condicoes (desejdveis para as genere-
lizagbes a que se propdem):

(i) O valor de pertinéncia de z em um conjunto fuzzy composto depende
apenas do valor de pertinéncia de x em cada um dos conjunto basicos.

(ii) fe g sdo comutativas, associativas e idempotentes.

(iii) fe g sdo continuas e ndo decrescentes.

(iv) fe g podem ser recursivamente estendidas para m > 3 argumentos.

(v) para todo z € X, f(1,pa(z)) =1e g(0,pua(x)) =0.

E interessante ressaltar que a condigao (iii) nos diz que um pequeno cresci-
mento de pa(z) ou pp(x) ndo pode provocar um forte crescimento em payp(x)
ou pang(x). B

Para definirmos o complemento A de A € F(X), exigimos qge p 5(x) satisfaga
as seguintes condicoes:

(i) pi(z) depende apenas de pa(x), isto é, pz(z) = h(pa(x)).

(ii) (0) =1 e h(1) =0.

(iii) h é continua e estritamente decrescente.

(iv) h é involutiva: h(h(pz(x))) = pa(x).

(v) para todos @,y € X, pa() — pa(y) = pa(y) — palx), ou seja, uma
mudanca no valor de pertinéncia de z em A tem o mesmo efeito na pertinéncia
de A.

Com estas condigbes, a tnica escolha possivel é h(u) = 1 — u. Assim, o
complemento A de A é definido pela funcdo de pertinéncia pz : X — [0,1]
definida por pz(z) =1 — pa(x).

Retomando o exemplo anterior do conjunto A” (‘ser aproximadamente 10),

—2(z—10)2

obtemos i 4/ (z) = 1—e~ = . Tem-se p 45 (10) = 0, 14, (0) = 1—2,24.1028,
e g (30) =1 —e 20 1.

Um importante comentario que deve ser feito é que no ambito de conjuntos
fuzzy, deixam de ser validos dois principios importantes da légica classica: o
principio da ndo contradicdo e o principio do terceiro excluido, pois AU A # X
e ANA # (). Certamente isto ja era de se esperar, pois estamos trabalhando com
conjuntos cujos contornos sao difusos, e portanto é perfeitamente aceitavel que
um elemento possua e nao possua uma mesma propriedade, ou que um elemento
possa nem ter nem nao ter uma propriedade especifica.

Consideremos agora A € F(X), B € F()). Definimos o produto cartesiano
A x B € F(X x )) com a seguinte funcao de pertinéncia: para a € X, b € Y,
paxs((a,b)) = min{pa(a),ns(d)}. E ficil ver que o produto cartesiano ¢
associativo, distributivo com relagdo a unices e intersecoes, mondétono e que
valem Ax ) =0xA=0eAxB=0< A=0ouB=40.

6.2 t-normas e t-conormas

Podem ser definidas, no contexto da teoria de conjuntos fuzzy, diferentes
nogoes de ‘conjuncao’ e ‘disjuncao’, denominadas de t-norma e t-conorma, re-
spectivamente. Cada nogdo de conjuncdo (disjungdo) vai originar uma nogao
diferente de interse¢do (unido), como veremos a seguir.

Definicao 6.1 Uma t-norma é uma aplicagéo T:[0,1] x [0,1] — [0,1] satis-
fazendo, para todos x, y, z, u, v € [0,1]
(i) 2Ty = yTux.
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(it) 2T (yTz) = (2Ty)Tx
(iii) Se x <u ey < w, entdo 2Ty < uTo.
(iv) 2T1 =z e 2T0 = 0.

Os exemplos mais comuns de t-normas sao:
uTov = min{u, v}
uTiv = u.v
uTov = maz{0, u+v—1}

min{u,v} seu=1louv=1
uTsv =
0 caso contrario

Dada uma t-norma T, podemos considerar a operacao de interseccao N
baseada em T, definida da seguinte forma: para A, B € F(X), ANt B é caracter-
izada pela fungéo pan.g(r) = pa(z)Tup(z), para todo € X. Para recuperar
a intersecgao definida anteriormente, basta tomar uTv = min{u,v},u,v € [0,1].

Para uma t-norma T qualquer e A, B,C € F(X), a intersecgdo Nt satisfaz
ANtB = BNtA, AﬁT(BﬂTC) = (AQTB)QTC, ANt =0 e ANt X = A.

6.1(447) e 6.1(4v) implicam uTv < uTl = u e uTv < v. Desta forma,
uTv < min{u,v}, de modo que AntB € AN B. Tomando-se B = A, obtemos
ANt A C A. Para uma t-norma T arbitraria, exigir uTu = u para todo u € [0, 1]
implica, para cada u,v € [0,1] com u < v, u = = uTu < uTv < uTl = u =
min{u,v}. Logo, T = min, e isto mostra que ANt A C A reduz-se a igualdade
apenas quando tomamos T = min.

Podemos considerar a uniao U baseada na t-norma T, e para isto definimos
AUt B = (A°“Nt B)°.

Definindo a t-conorma St por uStv =1—(1—u)T(1—v),u,v € [0, 1], obte-
mos que a fungdo de pertinéncia de AUt B é paur5(x) = pa(z)Stup(z),z € X.

Com relagao as t-normas T, T, To, T3 apresentadas acima, as t-conormas
St0,ST1, ST, ST3 sao dadas por

uSTov = maz{u,v}
USTIV =u+ v — u.v
uSTtov = min{l, u+ v}

max{u,v} seu=0ouv=0
uSTav =
1 caso contrério

T e St sao construgoes duais. Portanto, as consideragoes feitas a respeito
de N podem ser facilmente reformuladas para Urp. Em particular, concluimos
que AurA =A< T =min < St = maxz.

Para uma t-norma T arbitraria, ainda valem as leis de de Morgan:

(AQTB)C = ACUTBC e (AUTB)C = ACQTBC.

J& a distributividade deixa de valer, se tomarmos T # min. No caso geral,
tem-se uma subdistributividade:
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(ANB)UT(ANC) C An(BUrC)
(AUB)NT(AUC) C AU (BNtC)

Pode-se de maneira natural definir o produto cartesiano Xt baseado em uma
t-norma qualquer. Tal produto é associativo, monétono e A xp @ =@ xp A =0,
mas pode ocorrer A X B =) com A # () # B. A distributividade com relacao
a Nt e Ut vale se, e somente se, T = min.

6.3 Relacgoes fuzzy

Partimos agora para o estudo das relagoes fuzzy. Seja ) um universo de
discurso cujos elementos sao pares ordenados. Por simplicidade assumiremos
que Y = X x Xy, onde &; e X5 s@o universos de discurso. Uma relacao binaria
fuzzy R em Y é um subconjunto fuzzy de Y, ou seja, R € F(Y). Claramente todo
produto cartesiano da origem a uma relagao fuzzy, mas nem toda relagao fuzzy é
um produto cartesiano. No caso geral, tem-se apenas que R é um subconjunto de
um produto cartesiano. Obviamente, todos os resultados validos para conjuntos
fuzzy transferem-se imediatamente para relagoes fuzzy. O mesmo nao pode ser
dito a respeito das operagoes: hé certas operagoes (como projegao; ver [9]) cujos
resultados nao sao relacoes fuzzy.

Como exemplo de relagdo binaria fuzzy, considere uma relacao R definida no
produto cartesiano D x P, onde D é um conjunto de documentos (textos) e P é
um conjunto de palavras-chave. Para cada documento d em D e palavra-chave p
em P, R(d, p) pode ser interpretado como o grau de relevancia da palavra-chave
p no documento d.

H& operacoes que estao definidas exclusivamente para relagoes fuzzy, sendo
as mais importantes:

(1) inversdo de uma relagéo: Seja R € F(X; x Ay). Define-se a inversa de
uma relacio R, denotada por R™!, como a relacdo caracterizada pela funcio
de pertinéncia pg-1(xz2, 1) = pr(z1, z2), para todo par (ze,z1) € Xo X Xj.

(2) composigao de relagoes: Sejam R € F(X) x X3) e S € F(X, x Aj).
Define-se a composic¢ao ou (produto relacional) R oS pela funcao de pertinéncia
Uros (z,y) = sup{min{ur(z,2),us(z,y)} : z € As}, para (z,y) € X1 x Xs.

As seguintes propriedades classicas valem para a composi¢ao e inversao:

(RoS)s =R,0S,e(RoS)s =Rsz08;
(RoS)oT=Ro(SoT)
Ro(SUT)=(RoS)URoT)
(RoS)"'=S"1oR™!

(RUS) =R !'uSte®RnNS)!=RInS!
(Rfl)fl —Re (Rc)fl — (Rfl)c
RCS=RoTCSocTeToRCToS.

Nao vale a distributividade de o com relacao a N. Tem-se apenas a subdis-
tributividade Ro (SNT) C (RoS)N(RoT).

Podemos definir um produto relacional baseado em uma t-norma T (que
usualmente exigimos continua) da seguinte forma: RorS é definida pela fungao
de pertinéncia prors(z,y) = sup{ur(z,2)Tus(z,y) : z € X}, para todos
(z,y) € X1 x X3. Para RorS valem as seguintes propriedades cléssicas:
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(]R,OTS)_1 = S_IOT]R,_1

RCS = RorT C SorT e TorR C TorS
(ROTS)OTT = ROT(SOTT)

Ror(SUT) = (RorS) U (RopT) (¥)
Ror(SNT) C (RorS) N (RopT) (*¥)

O tnico caso em que podemos trocar em (*) e (**) U e N, por, respectiva-
mente, Ut e N é para o caso T = min.

Podemos classificar uma relagao fuzzy R € F(X x X) como se segue:

(1) reflexiva: ugr(z,z) =1, para todo z € X.

(2) simétrica: ur(r,y) = ur(y,r) & R=R"L

(3) fracamente reflexiva: pgr(z,z) > 0, para todo = € X.

(4) relacao de proximidade, se ¢é reflexiva e simétrica.

(5) transitiva: se, para todos z,y € X, a seguinte condigao for satisfeita:
sup{min{ur(z,2), pr(2,9)} : 2 € X} < pr(z,y) & RoR CR.

E vélido ressaltar que a definigdo acima para a transitividade nao é tnica.
Como ja se pode suspeitar (motivados pelos casos anteriores), em (5), o operador
min pode ser substituido por uma t-norma T qualquer. Assim, uma relagao
fuzzy R para a qual RoprR C R é chamada T-transitiva.

Uma relacao de equivaléncia fuzzy é uma relacao fuzzy reflexiva, simétrica e
transitiva (com qualquer versdo de transitividade). Para cada a € X, a classe
de equivaléncia fuzzy de a, denotada por (a)r, é caracterizada pela funcao de
pertinéncia p(q)p, (¥) = pr(a, ), para todo r € X.

Diferentemente do que ocorre no caso classico, classes de equivaléncia fuzzy
distintas nao precisam ser disjuntas.

Um a-corte de uma relagdo fuzzy simétrica ou reflexiva é ainda uma relacao
fuzzy simétrica ou reflexiva. O mesmo nao é vélido para relagdes transitivas, e
portanto nao é valido para relagoes de quivaléncia. Tais consideracoes continuam
verdadeiras de tomarmos a-cortes fortes no lugar de a-cortes.

Uma relacao fuzzy reflexiva e transitiva é dita uma quase-ordem fuzzy, ou
uma relacao de preferéncia fuzzy. Definimos anti-simetria para relagoes fuzzy
pela condigdo pur(z,y)Tur(z,y) < (z =y), para todos z,y € X, onde T é uma
t-norma arbitraria e = é definido por

1 sea=b
(a=b) =

0 caso contrario

Uma ordem parcial fuzzy em X é uma relagio R € F(X x X) reflexiva,
transitiva (em qualquer sentido) e anti-simétrica.

6.4 Subgrupos fuzzy

Encerramos este capitulo apresentando o conceito de subgrupo fuzzy. Seja S
um grupdide (isto é, um conjunto fechado sob uma relagao bindria definida em
S x 8). Um subconjunto fuzzy S de S cuja fungéo de pertinéncia satisfaz, para
todos z,y € S, ps(xy) > min{ps(x), us(y)} é dito um subgrupdide fuzzy. Se S
for um grupo, um subgrupdide S de S serd dito um subgrupo fuzzy de S se sua
funcio de pertinéncia satisfizer, pug(e) = 1 e, paratodo x € S, ug(x~t) = ps(z).
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Se adicionalmente pg satisfizer ugs(r) < ps(y.x.y~t), S serd dito um subgrupo
normal. Dentre as operacoes definiveis entre subgrupos fuzzy encontram-se,
obviamente, aquelas ja definidas para conjuntos fuzzy. Em particular, podemos
definir unioes e intersecgoes baseadas em t-normas. Na tltima se¢ao do presente
trabalho olharemos a teoria de conjuntos fuzzy de uma outra maneira, que nos
permitird escapar a arbitrariedade das t-normas de maneira natural, e reobter,
de modo conceitualmente mais claro, resultados aqui apresentados a respeito de
conjuntos fuzzy e subgrupos fuzzy.



Capitulo 7

Conjuntos fuzzy e feixes

Neste capitulo finalmente apresentamos um novo olhar sobre a teoria de conjun-
tos fuzzy. As idéias aqui expostas, originalmente publicadas em [8], estabelecem
uma profunda relagao entre a teoria de conjuntos fuzzy e a teoria de feixes.

Em muitos textos de teoria de conjuntos fuzzy identificam-se tais conjun-
tos com suas respectivas fungoes caracteristicas. Esta nao era, entretanto, a
intengao primaria de Zadeh, conforme mostra a citacao abaixo

A fuzzy set (or class) in X is characterized by a membership
(characteristic) function fa(x) wich associates with each point in
X a real number in the interval [0,1], with the value of fa(x) at x
representing the “grade of membership” of © in A.

Para se descrever adequadamente os conjuntos fuzzy, precisamos de uma lin-
guagem que nos permita falar de objetos que sao caracterizados por fungoes
caracteristicas generelizadas. Esta linguagem ¢é a teoria de categorias, e para
a formalizacdo a que nos propomos, é necessario encontrar uma categoria tal
que, dada uma aHc 2, mapas Q-valorados possam ser internalizados como C-
morfismos, e em que exista uma bijecao universal entre mapas {2-valorados e
C-subobjetos. E sabido que a escolha C = sh(€2) é uma escolha adequada,
e satisfaz todas as exigéncias acima. Tendo em vista o isomorfismo existente
entre CQ — SET e sh(2), faremos a seguir algumas construgbes categoriais e
indicaremos que CQ — SET tem pullbacks e classificador de subobjetos.

7.1 Conjuntos fuzzy como feixes

Se na observagao acima do Exemplo 5.2 tomarmos X = {-}, obteremos o
objeto terminal 1 da categoria sh(Q2), cujo Q-set completo correspondente é
(Q,A). 1 é também objeto terminal de CQ2 — SET. Seja — a implicacdo em
Q, dada por

a—=0=V{XeQ|arA<8}, a0

O Q-set completo S correspondente ao feixe Fq (lembre da defini¢ao prévia ao
Exemplo 5.2) é dado por S = (Rg, Eq), onde

Ro ={(a,8) € Q2 x Q| B <a},

39
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Eqo((a1, p1), (a2, B2)) = a1 Aag A (B1—P2) A (B2—P1).

Sejam (A, E) e (B, F) Q-sets completos. Pode-se mostrar que um morfismo
¢ : (A E)—(B,F) de CQ —SET ¢é um monomorfismo se, e somente se, ¢
satisfaz

F(p(a1),p(az)) < E(ar,a2),  ai,az € A

E fécil ver que o morfismo ¢ : Q— Rgq definido por t(a) = (e, &) é um monomor-
fismo de 1 em S. Este morfismo é chamado morfismo verdade.

Considere agora um 2-set (ndo necessariamente completo) (4, F) e um mapa
f: A—=Q. f é dito E-extensional se tivermos f(a1) A E(a1,a2) < f(az), para
cada a1, as € A, e f é dito E-estrito se satisfizer f(a) < E(a,a), para todo
a € A. Segue diretamente das definigdes que todo singleton é um mapa FE-
estrito e E-extensional.

Apresentamos agora duas proposi¢oes que ajudam a entender porque na
introdugéo deste capitulo foi sugerida a categoria sh({) como satisfazendo as
exigéncias feitas.

Proposicao 7.1 Seja (A,E) um Q-set (ndo necessariamente completo). Para
cada Q-SET-morfismo x : (A, E)—S, existe um tnico mapa Q-valorado, E-
estrito e E-extensional p : A—Q satisfazendo a sequinte condi¢do: para todo
a€ A, x(a) = (E(a,a),u(a)). Além disto, para todo mapa pu : A—Q E-estrito
e E-extensional, existe um dnico Q-SET-morfismo x : (A4, E)—S tal que a
condicao acima € verificada.

Proposicao 7.2 Sejam (A,E) um Q-set, f : A—Q um mapa E-estrito e E-
extensional e X(A, E) o espaco de singletons de (A,E). Entao existe um tnico
mapa f : S(A,E)—Q E-estrito e E-extensional tal que, para cada a € A,
f(@) = f(a), onde @ é o singleton induzido por a.

B importante notar que usando as duas proposigoes acima concluimos que
todo mapa Q-valorado f : X— pode ser identificado com um CQ — SET-
morfismo de ¥(X, E.) em S. Em particular, toda fungdo de pertinéncia pode
ser internalizada como um C{2 — SET-morfismo.

Os préximos dois teoremas sdo essenciais no que se segue, pois dao embasa-
mento tedrico as consideragoes feitas até o final deste trabalho. O primeiro
mostra que C — SET possui pullbacks, e o segundo diz que esta categoria
possui classificador de subobjetos.

Teorema 7.3 (pullbacks em CS2—SET) Sejam (A,E), (B,F) e (C,G) Q-
sets completos. Além disto, sejam ¢ : (A, E)—(C,G) e ¢ : (B, F)—(C,G)
CQ — SET-morfismos. Entdio existem um Q-set completo (D,H) e CQ2 — SET -
morfismos € : (D, H)—(A,E) e(: (D,H)—(B, F) tais que o diagrama a sequir
€ um pullback:
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Teorema 7.4 (Classificador de subobjetos) Seja & : (U, F)—(A, E) um
monomorfismo em CQ — SET. Entdo existe um tunico CQ — SET-morfismo
Xe : (A, E)—S tal que o diagrama abaizo é um pullback:

(U.F) -~
3 t
(A7E) _Xs_ >S

O morfismo x¢ do Teorema 7.4 acima é chamado morfismo caracteristico
do monomorfismo &, e ug é chamado funcao caracteristica (2-valorada do sub-
objeto (U, F'). O par (t,S) é chamado classificador de subobjetos.

Se tomarmos o caso especial = [0,1], conclui-se que um conjunto fuzzy
A (em um dado universo de discurso X) caracterizado por pa : X—[0,1] é
nada mais que o subobjeto (S(pa), F') — 2(X, E.) correspondente ao morfismo
caracteristico x,;,. Em particular, — é a inclusdo e (S(ua), F') é determinado
por

S(pa) ={ads [a < pa(z)}

aNf sex=y
Flal,,8.1,) =
L sex#y

Como podemos identificar [0, 1]-sets completos com feixes sobre [0, 1], vemos
que o seguinte feixe corresponde a (S(pa), F):

Fla)={B.1; € S(ua) | B=a}, 0f(a.1;) = B.1;, onde f < «

Identificando F () com o conjunto A, = {z € X | a < pa(x)}, as restrigoes of
tornam-se as incluses de A, em Ag. Assim, o feixe sobre [0,1] correspondendo
a (S(pa), F) ndo é nada mais que o feixe de cortes de nivel com relacdo a 4.
Em geral, isto nos diz que conjuntos fuzzy sao exatamente feixes de cortes de
nivel, isto é, familias (Aa)ae[o,1] indexadas em [0, 1] satisfazendo

Ao ={}, As C Ag, 0f = inclusao, para 0 < 8 < a,

ﬂ Ag = A,.

BE(0,a)

7.2 Operacoes entre conjuntos fuzzy revisitadas
Veremos agora como fazer a intersecgao e uniao de subobjetos de C2 — SET.
Como CQ — SET tem pullbacks, é natural que a intersecgao de dois subobjetos
o: (U F)— (A E)ev: (V,G) — (A, E) seja dada pelo seguinte pullback:
(D)= (V,G)

X l
3 S W
N

(U, F) (A E)
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O subobjeto I : (D, H) — (A, E) é chamado interseccao de ¢ : (U, F) —
(A, E) ey : (V,G) — (A, E). Sendo p,, f1y € i as fungdes caracteristicas
Q-valoradas, mostra-se que

p(a) = pgp(a) A py(a)

Isto nos diz que a funcao de pertinéncia da intersec¢ao de dois conjuntos fuzzy
(U, F) — X(X,E.) e (V,G) — X(X, E.) coincide com o minimo das respectivas
funcoes de pertinéncia. E neste sentido que afirmamos no final do primeiro
capitulo que esta nova abordagem para a teoria de conjuntos fuzzy elimina a
arbitrariedade das t-normas.

Apenas como ilustragao, calculamos a intersecgao dos conjuntos fuzzy A =
{zreR|xz>»1}eB={x R |z>0,4}. Escolhamos pu(z) = H(x —15)(1 —
e )eup(r)=H(x—10)(1 — e*‘”2), onde H(z — a) é a “funcdo” de Heavside
(na verdade, uma distribuigao) definida por

0 sex—a<0
H(x —a) =
1 sexz—a>0

Formemos entao os conjuntos Sy = S(pa) = {a.ly | @ < pa(x)} e Sp =
S(pp) = {al; | @ < pp(r)}. Em cada um destes conjuntos, definamos as
seguintes igualdades [0, 1]-valoradas:

aNfp sex=y

Fa(als,p.1,) =
€ sexr #y

aNfB sex=y

FB(Q.lm,ﬁ.ly) =
€ ser #y

Sabemos que (S4,F4) — (X, E.) e (S, Fg) — X(X, E,) sao [0, 1]-sets com-
pletos. As inclusdes sao as inclustes canonicas, e as designaremos por t4 € Lpg.
Fagamos agora o pullback

(D, Hiﬁc (SBYFB)

~N LANB
13 ~ | tB

N

(Sa, Fay— - = 3(X, Ec)

Tome D = {(a,b) € Sa x Sp | vala) = tg(b)} = SanN Sp. Como 14 e
tp sao0 [0,1]-SET-morfismos (ainda mais: sdo CQ — SET-morfismos!), temos
E.(ta(a),ta(a)) = Fa(a,a) e E.(tp(b),t5(b)) = Fp(b,b). Como ta(a) = tp(b),
temos Fp(b,b) = Fa(a,a), ou seja, para todo par (a,b) € D, Fu e Fp coincidem.
Definamos agora, em D, a igualdade H dada por

H((al, bl), (ag, bg)) = FA(al, ag) A FB(bl,bg)

Como F4 e Fp sao deparadas, H também é separada. Para mostrar que (D, H)
é completo, basta verificar que todo singleton o de (D,H) é induzido por

um elemento (agp,bp) € D. (De fato, isto é suficiente, pois se o = (a,b) =
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(c,d), entdo o(a1,b1) = (a,b)(a, b1) = H((a,b),(a1,b1)) = (¢, d)(a1,b1) =
H((c,d), (a1,b1)). Assim, o(a,b) = H((a,b),(a,b)) = H((c,d),(a,b)) e o(c, d) =
H((a,b),(c,d)) = H((c,d), (c,d)). Pela simetria de H, temos o(a,b) = o(c,d).
Por fim, obtemos H((a,b),(¢,d)) = H((a,b),(a,b)) = H((¢,d),(c,d)), e como
H ¢ separada, conclulmos (a,b) = (¢,d). Portanto, o elemento que induz o é
unico). Para a existéncia deste elemento, definamos

A*={a* € S4|3be B: (a*,b) € D}
B*={b*€ Sp|Jac A:(a,b*) € D}
f(a*) =V{o(a*,b) | b€ B: (a*,b) € D}
g(b*) = \{o(a,b*) |a € A: (a,b*) € D}

\/ Fala,a*)Af(a*), ac A

a*€EA*
si(b) = \/ Fg(b,b")Ag(t"), beB
b*eB*

51 € 8 sdo singletons tais que E(s1) = E(s2) = E(o). Como (Sa, Fa) e (S, F)
sao completos, existem ag € A e by € B tais que s; = dg e s5 = bg. Para mostrar
que (ag, bg) € D, fazemos as seguintes estimativas:

Ec(ta(ao),t(bo)) >

> V{E:(talag),c) AN Ec(c,ep(bp)) | I(a,b) € D :rala) =c=1p(b)}

> \/ FA(ao,a>/\FB<b07b): \/ s1(a)/\82(b)
(a,b)eD (a,b)eD

\V f@nag®) =\ olab) =E).

(a,b)€D (a,b)eD

Como as extensoes de existéncia de s1, so e 0 sao iguais e pela definicao de mapa
de Q-sets, temos

Ec(ta(ao), t5(bo)) = Ec(ta(ao),ta(ao)) = Ec(tp(bo), tr(bo))

Como E. é separada, ta(ag) = tp(by), ou seja, (ag,bo) € D. Assim, (D, H) —
Y(X, E.) é a intersecgdo de (S4,Fa) e (Sp, Fp). Podemos entéo obter o feixe
sobre [0, 1] correspondente a este [0, 1]-set completo e por fim obter a relagao

Heans (33) = Mg (x) A phog ().
ou seja,
pians(z) = min{H(z — 15)(1 — e~*), H(z —10)(1 — =)}

Como é de se esperar, a uniao de dois conjuntos fuzzy vem da nogao de copro-
duto em CQ2 — SET. Dados dois {2-sets completos (4, F) e (B, F), formemos
(em SET) a uniao disjunta de A e B, denotada por A + B. Definamos neste
conjunto a seguinte igualdade §2-valorada:
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E(e,d) se(c,d)e Ax A
(E+ F)(e,d) = F(c,d) se(c,d)e BxB

1L nos demais casos

Denotando as inclusées de A e de B em A + B respectivamente por iz € ipg,
o coproduto de (A, FE) e (B,F) é o espaco de singletons 3(A + B, E + F),
juntamento com as inclusoes ji 4, g) € j(p,r) definidas por

Ja,e)(a) =iala), jB,r)(b) =ip(b),ac A,bc B

A unido (C,H) — (A, E) dos subobjetos £ : (U, F) — (A,E) e (: (V,G) —
(A, E) é determinada pela fatoracao epi-mono de £ + (:

S(U+V,F+G)

\/

onde ¢ + ¢ é o morfismo universal determinado pelo diagrama do coproduto de

(U,F)e(V,G):

J(U F) Jjv.e)

U+V7
\
|
|
|

Analogamente ao que ocorre com a interseccao, é possivel mostrar que para
a uniao tem-se

mla) = pela) vV pcla), a € A

0 que mostra mais uma vez que os operadores min e mar nao sao escolhas
arbitrarias, mas estao essencialmente relacionados a formacao de produtos e
coprodutos em C€2 — SET.

Como C2 — SET tem pullbacks e objeto terminal, podemos formar o pro-
duto de dois Q-sets completos (A4, F) e (B, F), que serd determinado pelo
seguinte pullback:

(C7G)_E§>(B7F)

nal !
A

(4, E)

1
onde m4 e mp sdo projecoes, C = {(a,b) € Ax B | E(a,a) = F(b,b)} ¢ a
igualdade Q-valorada G é definida por
G((ala bl); (a27b2)) = E(a17a2) A F(b17 b2>
O Q-set completo (C, G) serd denotado por (A, E) x (B, F).
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7.3 Relacoes fuzzy revisitadas

Retomamos neste instante o assunto de relagoes fuzzy, mas agora olhamos
relagoes em CQ — SET. Sejam (A, E) e (B, F) Q-sets completos. Uma relagdo
entre (A, E) e (B, F) é um subobjeto & : (D,H) — (A,E) x (B, F). Como
podemos identificar £ com (w4 o &, g o &), um par de morfismos ¢ : (D, H) —
(A,E) e : (D,H)—(B,F) é uma relagdo se o morfismo universal {p, ) for
monomorfismo. Usando o fato de que CQ — SET tem fatoragdo epi-mono,
pode-se redefinir a composicao de relagoes da seguinte forma: sejam (p, ) e
(¢, 1) relagoes tais que ¢ e ¢ tém o mesmo contra-dominio (B, F'). Fazendo o
pullback de (¢, ¢, (B, F)), obtemos

(D, H) (K7 L)
(A,E) (B, F) (C.G)

Por fatoracao epi-mono, chegamos a

(M, N) (o0 (A,E) % (C.G)
7
x - - L/
(T, 5)

(T,S) — (A, E) x (C,G) é chamado composicao de (p,1) e ((, V).

Fixando = [0, 1], esta nova abordagem para relagoes fuzzy permite mostrar
que toda relagao bindria fuzzy p entre X e Y é um relacao entre os espagos
de singletons 3(X, E.) e (Y, E.), e que o suporte do subobjeto (S(u), F) —
Y(X, E.) x X(Y, E.) correspondente a p é dado por

S(p) = {(a1s, aly) € S(X, Ee) x S(Y, Ee) | a < p(z,y)}

Seja (@, 1) uma rela¢do bindria em uma Q-set completo (A, E) (isto é, p e ¢
s@o morfismos paralelos tais que (p, ) é um monomorfismo. (p, 1) é dita reflex-
iva se, e somente se, a diagonal A de (4, F) (definida por A = (id(4, gy, id(a,E)))
fatora por (p, 1), ou seja, se, e somente se, o seguinte diagrama comuta:

(ida, By idA, E))

(A,E) x (A,E)

-
\ (CR)

(R,Q

A relagao (p, 1) é simétrica se, e s6 se, existir um morfismo ¢ : (R, Q)—(R, Q)
tal que ¥ = p o .

(p,1) é antisimétrica se, e s6 se, a interseccio dos subobjetos (p,¥) :
(R,Q) — (A.E) x (A,E) ¢ (6,) : (R,Q) — (A,E) x (4,E) for a diago-
nal de (A, E), ou seja, se, e s6 se, existir um morfismo o : (A4, E)—(R, Q) tal
que poo =1 oo =ida g e o seguinte diagrama for um pullback:
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(AE)- -2 - >(R
|

ol

Q)
()

Al
(R.Q)—— (A.B) x (4,B)

(p, 1) é transitiva se, e somente se, (p, 1) o (p, ) fatora por (p,1)), isto &,

se (M, N) %> (R, Q) sao determinados pelo seguinte pullback

(M,N)-=>(R,Q)

; |+

\
(RQ) —= (A,F)

entdo existe um morfismo (M, N)—(R, Q) tal que o diagrama abaixo comuta:

0d,1po
(M, N) (pod,poe)

~N
N

N (ps¥)

(R, Q

(A E) x (A,E)

Uma pré-ordem em um Q-set completo (4, F) é determinada por um mapa
p: A x A—Q satisfazendo

e uma ordem parcial é determinada por uma pré-ordem que adicionalmente
satisfaz

(p3) p(z,y) Ap(y,z) < E(z,y)

Uma relagdo de equivaléncia em (A, F) é determinada por um mapa q :
A x A—Q tal que as condigbes abaixo sdo verificadas:

(q0) g(a,b) < E(a,a) N E(b,b)
(q1) E(a,b) < q(a,b)

(a2) q(a,b) Aq(b,c) < q(a,c)
(a3) q(a,b) = q(b, a)

Por (q2) e (q3), (A,q) é um Q-set, e (q0) e (ql) implicam que o mapa
7 : A—S(4,q) definido por
[m(a)l(b) = q(a,b), be A
é um C2 — SET-morfismo. O par (7,3(4,q)) é o quociente de (A, E) pela

relacao de equivaléncia determinada por q. Desta forma, singletons com relagao
a g sao classes de equivaléncia vagas.
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Seja (X, E;) um [0, 1]-set completo. Uma relagdo de similaridade p em X é
uma relagao bindria fuzzy satisfazendo

(s1) p(z,2) =1
(s2) p(z,y) = ply, )
(s3) min{u(z,y), u(y, 2)} < p(x, 2)

No caso E = E., (s1)-(s3) sao equivalentes a (q0)-(q3). Assim, relagdes de
similaridade sdo relagoes de equivaléncia no espago de singletons X(X, E.). O
suporte S(p) da relagdo de equivaléncia (S(u), F) — X(X, E.) x X(X, E.) é
dado por

S(p) = {(alg; euly) | a < p(z, y)}
Para o € [0, 1],

pa ={(z,y) € X x X | (.15,0.1y) € S(p)}

é uma relagao de equivaléncia no sentido usual. Pode-se mostrar que uma relagao
bindria fuzzy p é uma relagdo de similaridade em X se, e s6 se, todos 0s fiq
forem relagoes d equivaléncia em X. Desta forma, concluimos que relagoes
de equivaléncia em X(X, E.) sao feixes de conjuntos de nivel de relagdes de
equivaléncia no sentido usual.

7.4 Subgrupos fuzzy revisitados

Falaremos brevemente de subgrupos fuzzy. Para isto, antes apresentaremos
o conceito de objeto grupo em uma categoria C com produtos finitos e objeto
terminal. Uma quddrupla (A, m,e,l) é dita um objeto grupo se, e somente se,
A é um C-objeto, m: Ax A—A,e:1— A, |: A—A sdo C-morfismos tais que
os seguintes diagramas comutam:

Associatividade:

n><idA

Ax Ax A Ax A

idAXm\L im

AXA—:-H A
Existéncia do elemento neutro:
(idA,!A) idA><€

A———Ax1—=AxA

<!A)idA>\L
id
1xA 4 m

eXidA\L

Ax A

b

Existéncia do inverso:
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ida,l
A Gdat Ax A
\
) 1\ m
AxA — A

Um objeto grupo em CQ — SET é uma quadrupla ((A, E), m,e, 1), onde
(A, E) é um Q-set completo, e é elemento do conjunto A e m : A x A—A,
l: A— A sao mapas satisfazendo

) E(m(a,b),m(a,b)) = E(a,a) N E(b,b)

) (al,ag)/\E(bl,bz) < E( (al,bl),m(ag,bg))
) (A, m,e) é um mondide no sentido usual.

) Ee, =T

) 1 é um CQ — SET-endomorfismo de (A, E)

) E(a,a) = E(e,m(a,l(a)) = E(e,m(l(a),a))

Se Q for um locale espacial, grupos em C2 — SET serdo feixes de grupos
em ).

Dados um objeto grupo ((4, E),m,e,l) em CQ — SET e um CQ — SET-
morfismo ¢ : (U, H) — (A E), (U, H),ga) é dito um objeto subgrupo se os
seguintes diagramas forem comutativos

(sgl) mo (¢ X ¢) fatora por ¢:

(U H) x (U, H2"% (A,E) x (A, E)
1ZJ| \Lm
Y
(U Hy———F—>(AE)

(sg2) e fatora por :

(sg3) I fatora por ¢:

(U, Hy—"~ (A, E)

o) |
Al
(Uv H)>—Lp> (AvE)

Um objeto subgrupo ((U, H), ¢) do objeto grupo ((A, E), m, e, 1) é dito nor-
mal (ou invariante) se, para todo subobjeto a — 1 e para cada par de morfismos
o :a— (U H), pa:a— (A E), omorfismo mo (mo (pa,qa),l o pa) fatora
por .
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Se consideramos a definicdo de subgrupo fuzzy dada no Capitulo 6, vemos
que uma fung@o de pertinéncia u caracteriza um grupo se, e so se, todos os
conjuntos de nivel p, = {z | @ < p(z)} forem grupos (no sentido usual), ou
seja, subgrupos fuzzy sao feixes de conjuntos de nivel de subgrupos.

Considere agora um subgrupo fuzzy normal p de um grupo (G, -, e,1) (no sen-
tido usual, ou seja, um grupo em SET; [ representa a inversdao de um elemento).

u pode ser identificado com um objeto subgrupo normal de (X(G, E.),~, &,1), e
a funcao de pertinéncia i serd dada por

i = supgeg{min{s(a),pu(a)}}, se S(G,E,)

Assim, o quociente de (X(G, E.),, €,1) com relagdo ao objeto subgrupo determi-
nado por [ é o quociente de (G, -, e,1) com relagao ao subgrupo fuzzy normal p.



Capitulo 8

Consideracoes finais

Neste capitulo final fazemos algumas observagoes a respeito da importancia do
trabalho de Ulrich Hohle. Destacamos as principais conseqiincias que este traz
ao futuro da teoria de conjuntos fuzzy e suas aplicacoes.

Atualmente um grande nimero de pessoas (sobretudo em departamentos de
Matemadtica Aplicada ou Engenharia) utilizam com sucesso ferramentas da teo-
ria de conjuntos fuzzy para resolver problemas concretos. Esta teoria, mesmo
sendo recente, ji se mostrou capaz de facilitar a resolugao de alguns prob-
lemas. Nao afirmamos que estes problemas nao seriam resolvidos de outra
maneira. O fato é que, usando-se técnicas fuzzy, chega-se efetivamente a solugao
de muitos problemas. No entanto, apesar do sucesso nas aplicagoes, os funda-
mentos da teoria nao estavam muito bem estabelecidos, e muitos conceitos de
grande relevancia nao estavam claros ou nao eram usados da melhor maneira
possivel, enquanto outros conceitos eram desnecessariamente introduzidos. Um
exemplo claro deste fato é a introducao das t-normas. Tais fung¢bes permitem
uma grande arbitrariedade em operacoes basicas entre conjuntos fuzzy, obscure-
cendo o significado da teoria e até mesmo atrapalhando a obtengao de solugoes
para alguns problemas. Vimos que as t-normas sao dispensaveis: intersecgao e
uniao de conjuntos fuzzy se fazem com os operadores min e max, € nao com uma
t-norma arbitrariamente escolhida! Vemos assim que € essencial trabalhar-se no
ambiente matemdtico correto, e no caso de conjuntos fuzzy este ambiente € a
categoria de feizes sobre a dlgebra de Heyting [0, 1]. Havendo clareza conceitual,
nao apenas evitam-se construgoes desnecessarias mas também aproveitam-se de
maneira mais eficaz os conceitos ja conhecidos.

Ressaltamos que o principal resultado de Hohle é o fato de que conjuntos
fuzzy sdo feizes. Com isto, muitos problemas nao resolvidos satisfatoriamente
na teoria de conjuntos fuzzy podem ser resolvidos de maneira conceitualmente
clara usando toda a matematica ja desenvolvida na teoria de feixes. Este é o
caso do problema do quociente de um grupo fuzzy por um subgrupo normal.

Como conjuntos fuzzy sao feixes, as construgoes envolvendo tais conjuntos
sao na verdade construgoes com feixes. De fato, vimos, por exemplo, que relagoes
de similaridade sao feixes de relagoes de equivaléncia comuns, subgrupos fuzzy
sao feixes de conjuntos de nivel de subgrupos, etc.

Vale ressaltar que as conclusoes a que se chegam tratando conjuntos fuzzy
como feixes coincidem com as defini¢oes originais de Zadeh. Vejam-se, por ex-
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emplo, as definigoes orginais de uniao e interseccao, que foram originalmente em
termos de min e max, respectivamente. Em [12], Zadeh j& havia ressaltado que
nao era essencial tomar-se o intervalo [0, 1] na defini¢ao de conjunto fuzzy: este
intervalo poderia ser substituido por certos reticulados. Em [10], Goguen con-
stréi os “L-fuzzy sets”, que sao conjuntos fuzzy cujas fungoes caracteristicas tém
por contradominio uma algebra de Heyting completa (que em [10] sdo chamadas
“closg”: “complete lattice ordered semigroup”). Embora generalize de maneira
correta a definicao de conjunto fuzzy, Goguen nao chega a ver que eles sao feixes
(veja-se que nesta época a teoria de feixes era uma teoria nascente; a defini¢ao
utilizada hoje de feixe foi dada por Leray entre os anos de 1948 e 1951).

Esperamos que as idéias presentes em [8] sejam divulgadas e absorvidas
entre as pessoas que trabalham com conjuntos fuzzy e assuntos correlatos. Se
devidamente compreendido e empregado, o trabalho de Hohle pode abrir novos
horizontes para a teoria de conjuntos fuzzy, levando a um saudavel didlogo
entre duas areas aparentemente tao distantes como a teoria de conjuntos fuzzy
e a teoria de feixes.



Capitulo 9

Apeéendices

9.1 Apéndice I - Topologia

Apresentamos defini¢oes basicas de Topologia que poderao auxiliar o leitor
na leitura do texto.

Definigao AI.1 Seja X um conjunto. Uma topologia em X, para a qual
usaremos o simbolo Q(X), é um subconjunto de p(X) que satisfaz:

(i) 0, X € Q(X).

(i) se {A;}", € uma famdlia finita de elementos de Q(X), entdo (;_, A€
Q(X).

(iii) se { Ax}ren € uma familia arbitrdria de elementos de Q(X), entdo | Jy¢,
Ay € Q(X)
Os elementos de Q(X) sdo chamados abertos.

Definicao AI.2 Um conjunto é dito fechado numa topologia se seu com-
plementar (nesta mesma topologia) € aberto. Um conjunto € dito clopen se for
simultaneamente fechado e aberto. Um conjunto fechado Y € dito um fechado
irredutivel se nao existem fechados A, B tais que A#Y #* Be AUB=Y.

Definicao AIL.3 Um espago topoldgico é um par (X,Q(X)), onde X é um
conjunto e Q(X) € uma topologia em X. Quando a topologia estiver subenten-
dida, diremos apenas “X € um espaco topoldgico”.

Definicao Al.4 Seja Y € p(X). O subespago topoldgico gerado por Y em
X € o par (Y,QY)), em que QY)={unY |ue Q(X)}.
Claramente todo subespago topoldgico é um espago topoldgico, e Q(Y) C Q(X).

Definigao ALS5 O interior deY € p(X) € int(Y)Cl:er{u eQX)|ulY}.
Um aberto € dito reqular se for o interior de um conjunto fechado.

Definicao AI.6 O fecho de Y € Q(X) ¢ o conjunto Y = {x€ X | para todo
u € QX), se x €u, entiounY # 0}.

Definigao AL.7 Um espago topolégico X € sébrio se todo fechado irredutivel
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€ o fecho de um tnico ponto de X, isto €, se Y € um fechado irredutivel, entdo
existe um unico x € X tal que Y = {x}.



CAPITULO 9. APENDICES 54

9.2 Apéndice II - O Lema de Yoneda

Sejam C uma categoria localmente pequena e ¢ L SET” a categoria de pré-
feixes sobre C. Para cada objeto A de C, associamos o objeto y(A) = Hom(—, A)
de C. Se f: A — B é um morfismo em C, entdo existe uma transformacao

watural y(7) : y(4) — y(B) dada por y(f) = {y(f)p} pejel, onde
y(f)p : Homg(D, A) — Home (D, B)

é dado por y(f)p(h) = f o h, para todo morfismo h : D — A em C.

Teorema AII.1 (Imersdo de Yoneda): A aplicagao y: C — ¢ definida por
A y(A) e f—y(f) é um funtor.

Teorema AIIL.2 (Lema de Yoneda):Seja C uma categoria localmente pe-
quena. Se F é um pré-feize sobre C e A €| C | , entao existe uma bije¢do
Y: Homg(y(A),F)— F(A)
que associa a cada transformagdo natural n: y(A) — F o elemento na(ida) de

F(A).

Pelo Lema de Yoneda, uma transformagao natural 7 : y(4) — F é codificada
pela segao na(ida) de F(A), ou seja, toda a informagao sobre n estd contida na
secao na(ida).
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