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Abstract

O presente texto corresponde as notas de aula de (parte de) o curso
HF103-Teoria de Modelos, do Programa de P6s-Graduagao em Filosofia da
UNICAMP, que ministrei no segundo semestre de 1999. Trata-se principal-
mente de uma adaptacao dos primeiros trés capitulos do livro Model The-
ory, de C.C. Chang e H.J. Keisler (North-Holland, 1991, terceira edigao).
Alguns tépicos adicionais foram extraidos do livro Models and Ultraprod-
ucts, de J.L. Bell e A.B. Slomson (North-Holland, 1969).
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Introducao

Teoria de modelos (TM) é uma das disciplinas mais importantes da Logica
Matematica, e um dos maiores avancos desta area no século XX.

Devemos comecar com uma observacao com relacao a palavra “Modelo”:
existem duas interpretagoes opostas para ela (sempre pensada como uma relagao
entre objeto representado e representagdo). Assim, uma escultura a escala
reduzida de um carro ou aviao é um “Modelo” do carro ou aviao (sendo que a
escultura é uma representagao, e o original o objeto representado).

As teorias fisicas ou cosmoldgicas sao “Modelos” da realidade; as teorias
(modelos) sao a representagao, e a realidade é o objeto representado.

Fala-se também de “Modelos” matematicos, biolégicos e econémicos. Porém,
em pintura, dizemos que um quadro é uma representacao de uma figura viva,
o “Modelo” (objeto sendo representado).

Esta é a perspectiva da teoria de modelos da légica matematica: teoria é
a representacao, e o representado é o modelo. Vemos portanto que TM estuda
as relacoes entre linguagens formais, por um lado, e as suas realizagoes ou
interpretacoes ou modelos. A ponte que vincula a linguagem formal com as
interpretacoes é a definicdo de wverdade, introduzida por Tarski. A pergunta
natural que nos podemos fazer a seguinte: que tipos de teoremas sao provados
em TM?

Historicamente, o primeiro teorema de TM é o teorema de Lowenheim, de
1915, que estabelece que se uma sentenca tem modelos infinitos, entao tem mo-
delos enumeraveis. Este resultado foi logo estendido por Skolem para conjuntos
arbitrarios de sentengas. Assim surgiu o teorema de Léwenheim-Skolem, um
dos pilares da TM.

Skolem introduziu em 1919 o método de eliminagao de quantificadores, e
em 1930 Godel provou na sua tese de doutorado a completude do célculo de
predicados, obtendo como coroldrio o teorema da compacidade. Assim, por
volta de 1930 ja tinham sido estabelecidas trés ferramentas cldssicas de TM:
compacidade, eliminacao de quantificadores e Lowenheim-Skolem.

Porém, TM comecgou como disciplina formal somente 20 anos depois em
Berkeley, nos seminérios de légica dirigidos por Tarski. Foi ele quem introduziu
a nocao de satisfacao e verdade numa estrutura, assim como o nome “Teoria
de Modelos”. A teoria classica de modelos foi desenvolvida nos anos 50, ¢ em

1960 foi introduzido por A. Robinson a Andlise Nao-Standard.

Nos anos 60 foi estudada a TM de ldogicas nao-standard. Foi provado que
na légica de segunda ordem nao valem nem compacidade nem Loéwenheim-
Skolem; nas légicas infinitarias provou-se que vale compacidade mas nao vale
Lowenheim-Skolem. O contrdrio acontece na logica que admite um quantifi-
cador “nao-enumerdvel” @ (onde Qry(z) denota que existe uma quantidade
nao-enumerdvel de individuos = que satisfazem ¢(z)). Ou seja: nos exemplos
estudados, ao menos um dos dois teoremas (compacidade; Lowenheim-Skolem )
falhava. Em 1969 Lindtrém provou que isto nao era casual:

“E impossivel que exista uma légica mais expressiva que a légica de primeira
ordem, onde compacidade e Lowenheim-Skolem sejam ambas verdadeiras”.



1 Preliminares

1.1 Linguagens de Primeira Ordem

Neste texto, somente consideraremos linguagens de primeira ordem com igual-
dade, definidas a seguir. Como ¢é usual, o conjunto dos niimeros naturais sera
denotado por N, enquanto que NT representard o conjunto dos niimeros naturais
> 1.

Definigao 1.1 Uma assinatura ¥ é uma tripla ¥ = (P, F,C) tal que:

e P = (Pp)nen é uma familia de conjuntos;

o F = (Fn)nen € uma familia de conjuntos;

e C é um conjunto. |

Os elementos de P,, sao chamados de simbolos de predicados de aridade n
(ou n-4rios); eventualmente P,, = .

Os elementos de F,, sao chamados de simbolos de fun¢oes de aridade n (ou
n-arias); eventualmente F,, = ().

Os elementos de C sao chamados de constantes; eventualmente C = ().

Se ¥ e ¥’ sao assinaturas tais que P, C P, F, C F,, (para todon > 1) e
C C (', entao escreveremos X C Y.

Definicao 1.2 Seja X uma assinatura. A linguagem obtida de X é a tupla
LX) = (X, V,A,—,V, =)

em que V = {v, : n € N} é um conjunto de varidveis individuais; A\ (conjungao)
e - (negagao) sao os conectivos; ¥ é o quantificador universal; e =~ é o simbolo
de igualdade. |

Frequentemente escreveremos Ly, (ou ainda L, quando a assinatura X for 6bvia)
no lugar de L(X).

Definigao 1.3 Dada uma linguagem L(X), definimos por recursao o conjunto
TER(X) dos termos de L(X) como segue:

1. VU C C TER(Y).
2. 8e feF,er,...,7n € TER(X), entao fr,...7, € TER(X).

3. Nao tem mais objetos em TER(X) que os definidos por (1) e (2). [

Frequentemente escreveremos f(7y,...,7,) no lugar de f7y...7,.

Definigao 1.4 Dada uma linguagem L(X), definimos por recursao o conjunto
FOR(X) das formulas de IL(X) como segue:



1.SePeP,eri,...,7m € TER(Y), entao P1y...7, € FOR(Y);
se 71,72 € TER(Y), entdo (11 = 12) € FOR(Y).

2. Se ¢, € FOR(X), entao (p A1) e mp € FOR(X).
3. Se p € FOR(X) e x € V entao Vz(p) € FOR(Y).

4. Nao tem mais objetos em FOR(X) que os definidos por (1)-(4). [

Frequentemente escreveremos P(71,...,7,) no lugar de Py ...7,; férmulas
desta forma sao ditas atémicas, assim como as férmulas da forma (71 =~ 7).

As nocoes de varidvel livre, varidvel ligada e de termo livre para uma varidvel
numa formula, assim como as nogoes de subférmula, complexidade I(T) e ()
de um termo 7 e de uma férmula ¢, sao definidas como sempre.

Também adotaremos a seguinte notagao: 7(zx1,...,z,) indica que as varidveis
que ocorrem no termo 7 pertencem ao conjunto {z1,...,zy}; € (z1,...,2y)
indica que as varidveis que ocorrem livres na féormula ¢ pertencem ao conjunto
{z1,..., 20}

Adotaremos os usuais abusos de notacao com relacao aos parénteses nas
féormulas; em particular, poderemos escrever ¢ A ¢ e Vah no lugar de (¢ A )
e Vx(¢). Finalmente, se 7; é um termo livre para z; em ¢ (i = 1,...,n)
entao 7! ...7" denota a férmula obtida de ¢ por substitui¢ao (simultanea) das
ocorréncias livres de z; por 7; (i = 1,...,n). Note que, em geral, a substitui¢ao
simultanea é diferente da substituicao seqiiencial, isto é: @7l ... ¢é diferente
de (... (pF1)52...)5", em geral (confiral).

Definicao 1.5 Uma sentenc¢a é uma férmula sem variaveis livres. O conjunto
das sentencas sobre ¥ é denotado por SENT(X). n

Defini¢ao 1.6 A cardinalidade de uma linguagem IL(X), denotada por | L(X)]|,
¢é a cardinalidade do conjunto

NoU(J Pou(J Fauc
neN+ neN+

(consideramos, evidentemente, a unido disjunta dos conjuntos acima). Observe
que |L(X)|| coincide com a cardinalidade do conjunto FOR(Y). [ |

1.2 Estruturas de primeira ordem

Dada L = Ly, definimos uma X-estrutura, ou uma interpretacao para L, ou
uma estrutura para L, ou um modelo para L, ou simplesmente uma estrutura,
como sendo um par 2 = (4, -*) em que A é um conjunto nao vazio e -* é uma
funcao definida em » tal que:

1. P*C A" para cada P € P, (n > 1);

2. fA: A" — A paracada f € F, (n>1);



3. ¢® € A para cada c € C.

Dada uma estrutura 2 = (A, -%) entdo o conjunto A é chamado de dominio
de A, denotado por |2|.

Por outro lado, dada uma estrutura 2, entdo denotaremos o seu dominio |2|
por A (se nao houver risco de confusdo). Analogamente, usaremos A’, A;, B, B’
e B; para denotar o dominio da estrutura 2, ;, B, B’ e B;, respectivamente.

Definigao 1.7 Sejam L e I’ as linguagens sobre ¥ e ¥/, respectivamente, tal
que ¥ C ¥, Se A = (A,-¥) é uma interpretacio para L, entdo claramente
podemos estender -% a uma aplicacio A" definida sobre Y.

Nesse caso, A = (A,-%) é uma estrutura para L/, chamada de ezpansio de
A, e A & o reduto de A para X. [

Dada uma X'-estrutura 2 = (A4,-%) e ¥ C %', podemos restringir -% a
%), obtendo uma aplicacdo -* definida sobre ¥. Logo 2 = (A,-%)
estrutura. Observe que, dadas 2 e 2’ estruturas para X e ¥/, respectivamente,
entao existem muitas expansoes de 2 para Y/, porém existe um tnico reduto
de ' para . O universo nao muda em ambas operacgoes.

é uma X-

Definicao 1.8 Definimos a cardinalidade de uma estrutura 20 como sendo a
cardinalidade do dominio A de 2. Assim, dizemos que 2 ¢ finita (enumeravel,
nao-enumerdvel, infinita) se A for finito (enumeravel, nao-enumerdvel, infinito).

|
Definigio 1.9 Sejam 2 = (4, %) e A = (A’,-¥) duas estruturas para Ly.
Dizemos que 2 é uma subestrutura de 2, denotado A C A, se A C A, e:
1. P% = P¥ N A" para todo P € Py;
2. fA= fm/]An para todo f € Fp, (logo, f%|an : A" — A);
3. ¢* =¥ para todo ¢ € C (logo, ¢¥ € A para toda ¢ € C).
Se A C A, escrevemos 2A = A'| 4. [ |

Note que a relacao C entre estruturas é uma ordem parcial, e 2 C 2’ implica
que a cardinalidade de 20 é menor do que a cardinalidade de 2.

Definigao 1.10 Sejam 2 = (A4,-%) e A = (A',-¥) duas estruturas sobre ¥.
Um morfismo h : A — 2" é dado por uma funcao h: A — A’ tal que:

1. (a1,...,an) € P* implica (h(ay),...,h(a,)) € P¥
para todo (aj,...,a,) € A" e P € Py;

2. h(f¥ar,...,an)) = f¥(h(ar), ..., h(a,))
para todo (ay,...,a,) € A" e f € Fy;

3. h(c*) = ¥ para todo c € C. [ ]



Definigao 1.11 Um morfismo h : 2l — A’ é um isomorfismo se h é uma bijecao,
e vale “se e somente se” no lugar de “implica” na clausula (1) da Definigao 1.10
(isto é: (ay,...,an) € P2 sse (h(a1),...,h(an)) € PY). Logo, h™1: A — A é
também um morfismo A~ : A" — .

Um isomorfismo entre A e 2A'[;(4) é uma imersio (ou mergulho) de A em
2A’; nesse caso dizemos que A é mergulhdvel ou imersivel em 2.

Se existe um isomorfismo h : A — ', dizemos que A e A’ sdo isomorfos e
escrevemos A ~ A’ ou AU’ [ |

Observagoes 1.12

(1) Se hy : A1 — Ay e hy : Ay — A3 sdo morfismos de estruturas, podemos
definir hoohy : A; — Az a partir de hgohy : A1 — As (lembre que hy : Ay — Ao
e hy : Ay — As). E facil ver que (1)-(3) da Definicio 1.10 valem para hyohy, logo
ho o hy é¢ um morfismo. Claro que id4 : A — A induz um morfismo idg : A — A
tal que idyoh = h e h' oidy = h' para todo h: A — A e h’ : A — A”. Dado
que hi o (hg o hg) = (hy o hy) o hs, entao a classe X-Str das estruturas sobre X,
junto com os morfismos de estruturas e a definicdo de composicao e identidade,
conformam uma categoria. O conjunto de morfismos de estruturas de 2 em B
¢ denotado por Homyx (2, B).

(2) A nogao de isomorfismo de estruturas é puramente algébrica, envolvendo ex-
clusivamente a informacao algébrico-relacional das estruturas. Podemos definir
outra relagao de equivaléncia entre estruturas que envolve esencialmente a lin-
guagem Ly. A idéia a ser resgatada é: “duas estruturas (sobre X) sdao equiva-
lentes se nao podem distinguir sentengas (sobre X)”. [

Antes de definir a nogao de equivaléncia de estruturas mencionada na ob-
servacao anterior, devemos introduzir a nocao de verdade em estruturas.

Definigao 1.13 Seja 2 uma estrutura, e 7(z1,...,x,) um termo. Dada uma
seqiiéncia @ = aj ...a, em A, o valor de T em d, escrito 7[d|, é definido recur-
sivamente por:

e 7 éx;, com x; € V; logo 7[d] := aj;
e 7 é ¢, com c € C; logo 7[d] := c*;
o 76 f(r1,...,); logo 7[d] := fA(md],...,[d]). |

Observe que na defini¢ao anterior assumimos que x; # x; para i # j, e que
a; interpreta x; (i =1,...,n).

Definigao 1.14 Seja p(x1,...,2,) uma férmula, 20 uma estrutura e @ uma
seqliéncia em |2A|. Dizemos que d satisfaz ¢ em 2, denotado por 2 E ¢[d], se:

e v é (11 = 1); logo AE (11 = 1)[d] see Ti[d] = m2]d];

e ©éP(m,...,m,) atomica; logo A E P(7y,...,7,)[d] sse (n1]d],...,m[d]) €
P2,



o v é (11 ANha); logo A E (1 Aho)d] sse A F 1[d] e AE Psldl;
o p é —; logo A F —pld] sse A ¥ Pladl;

e © éVx(1). Seja y a primeira varidvel livre para x em v, que nao pertence
a{z1,...,2n}; logo AF Vz()[d] sse A F 1y[a; @] para todo a € A. [

Por indugao na complexidade do termo 7 e da férmula ¢, pode ser provado:

Proposicao 1.15 Sejam 7(z1,...,x,) e p(x1,...,2,) um termo e uma férmula,
respectivamente. Considere duas seqiiéncias @ = ay...a, e b =1by...bs em ||
taisquen <r<seb,=a; (i=1,...,r).

(Podemos portanto escrever

T=T(T1, ooy Tny Zngds vy 2r) = T(T1y e ooy Tnl Znbly e - oy Zs)

©=O(T1y ey T Zntly ey 2r) = P(T1y e ooy Ty Zngly e - oy Z5)-)

Logo
1. la) = 7[b];
2. AE [d] sse AE [b). [ |

Isto significa que o valor de 7 em @ depende dos a; que interpretam as
varidveis que efetivamente ocorrem em 7. Analogamente a relagao 2 F ¢[d]
depende exclusivamente dos a; que interpretam as varidveis livres de . Em
particular, se ¢ é uma sentenca, entao sao equivalentes:

1. existe d@ tal que A F p[d];
2. para toda @, 2 F o[d].

No caso de (1) ou (2) ser verdadeiro, dizemos que a sentenca ¢ é verdadeira em
2, denotado A F ¢. Se I' é um conjunto de sentengas entao 2 F I significa que
A E ¢ para toda ¢ € T.

Em geral, uma férmula ¢(x1,...,2z,) é dita verdadeira em 2 se vale a
condigao (2) acima; nesse caso (isto é, se ¢ é verdadeira em 2) escrevemos
A E ¢ e diremos que 2 satisfaz p, ou @ é satisfeita por A, ou A é um modelo
de .

Se 2L E —p, isto é, para toda @, A ¥ ¢ld], entdo diremos que ¢ é falsa em
2 e escreveremos 2 ¥ . Observe que “A ¥ ¢” nao significa “nao é o caso que
A F ¢” (embora a notacgao usada possa sugeri-lo), a menos que ¢ seja sentenca.

Podemos agora definir a relacdo de equivaléncia elementar:

Definigao 1.16 Sejam 2 e B duas estruturas (sobre ¥). Dizemos que 2 é
elementarmente equivalente a B se:

A E ¢ implica B F ¢

para toda sentenga ¢ (sobre X). Nesse caso escreveremos 2 = B. |



Proposicao 1.17 Se 20 = B entdo, para cada sentenga ¢ (em X), 2 F ¢ sse
B F . Portanto = é uma relagao de equivaléncia.

Demonstragao: Suponha que A = B e seja p € SENT(X). Se 2 E ¢ entao
B F ¢, pela Definigdo 1.16. Se 2 ¥ ¢ entdao A E —p, donde B E —¢ (pois
A =PB) e entdo B ¥ ¢. Daqui: B F ¢ implica A F ¢ para toda sentenca ¢. B

Proposicao 1.18 Se 2 ~ B, entao A = B.

Demonstragao: Lembrando que [(¢) denota a complexidade de uma férmula
¢, considere a seguinte propriedade P(n) sobre niimeros naturais (escrita, por
comodidade, numa meta-linguagem semi-formal):

P(n) :=VEVA,B € -Str [A~B =
=Vo e SENTE)(p) <n=RAEFEe<BEp).

Observe que provar YnP(n) equivale a provar a proposi¢ao. Provaremos YnP(n)
por indugao em n.

Caso base P(0): Sejam 2, B € X-Str com Q[i‘B, e seja ¢ uma X-sentenca com
l(p) <0, isto é, p = P(my,...,7) onde 71,...,7; sdo X-termos fechados (ou
seja, sem varidveis).

Fato: Se 7 é um Y-termo fechado, entdo h(7%) = 7.

Com efeito: se 7 é ¢ (uma constante) entdo h(c®) = ¢, pela defini¢do de mor-
fismo. Suponha que o Fato vale para qualquer termo 7 com I(7) < m. Entao,

h(f(r1,. 7)) = RS 1) = PR, .. h(T )
= f%(T{B,...,TS%) = f(Tl,...,TS)%,

usando a hipétese de indugao para 7, ...,7s. Logo, vale o Fato.

Usando o Fato provamos o seguinte:

AFE P(y,...,7g) sse (ﬁman-yﬁ?) € P* sse (h é isomorfismo)
(M), ..., h(T)) € P® sse (Fato)
(Tl%,...,Tk%) € PP sse BE P(r,..., 7).

Passo indutivo P(n) = P(n 4+ 1): Assuma que vale P(n) (n > 0). Sejam
A, B € B-Str tal que ALB, e seja ¢ € SENT(X) tal que I(¢) = n + 1.
Provaremos que 2L F ¢ sse B F .

Caso 1: ¢ = (¢¥1 A g).

Logo 2 E (¢1 A 1bg) sse A E 11 e A FE 1)y sse (hipdtese de indugao)

BE Y e BE )y sse BE (Y1 Aha).

Caso 2: ¢ = ).

Logo 2 E =) sse A ¥ 1) sse (hipdtese de indugao) B ¥ 1) sse B E ).

Caso 3: ¢ = V).



Logo, 2 F Vx1) sse, para todo a € A, A F 1[a]. Observe que VAR(¢) C {z}.
Considere a assinatura Y’ obtida de ¥ acrescentando uma nova constante c.
Logo, ™Ay := (A;a) e B = (B; h(a)) sdo Y'-estruturas. Aqui, A, ¢ a ex-
pansdo de 2 tal que ¢® = a (idem com ‘Bh(a)). Além do mais, h : Ay — By(g)
é um isomorfismo. E ébvio que A E i[a] sse A, E ¥, e B E p[h(a)] sse
Bq) F Y para todo a € A. Logo: & F Vai) sse, para todo a € A, A F ¢[a]
sse, para todo a € A, U, F ¥ sse (por hipdtese de indugao) Bp) F g para
todo a € A sse B F ¢[h(a)] para todo a € A sse (h bijetora) B F ¢ [b] para todo
b € B sse B F V).

Vemos entao que P(n + 1) é verdadeira. Isto conclui a demonstracao. W

A nocao de estruturas elementares equivalentes repousa na nocao de sen-
tencas. Gostarfamos de definir uma nocao analoga envolvendo férmulas em
geral. A razao é que a partir de férmulas (em geral) podemos aplicar raciocinios
por indu¢ao (na complexidade da férmula), enquanto que trabalhando somente
com sentencas, esses argumentos nao funcionam (subférmula de sentenca nao é
sentenga, em geral). Observe que, se 2 C B e ¢ é férmula atomica, entao

2 E p[d] sse B F ¢[d] para toda seqliéncia @ = ay . ..a, em A.
Queremos estender essa propriedade para férmulas em geral.

Definicao 1.19 Sejam 2, B € X-Str tal que A C B. Dizemos que 2 é uma
sub-estrutura elementar de B, e que B é uma extensao elementar de A, se
2A E p[d] sse B F p[d] para toda ¢(z1,...,z,) € FOR(X) e para toda seqliéncia
a=ai...a, em A. Nesse caso, escrevemos 2 < B. [ |

Definigao 1.20 Uma imersao h : % — B (isto é, A7 Blya)) ¢ uma imersio
elementar (ou mergulho) de 2 em B se:

AE plar...a,] sse BE @lh(ar)...h(a,)]
para toda p(x1,...,x,) € FOR(X) e para toda seqiiéncia aj ...a, em A. W

Observagao 1.21 Se h: 2 — B é apenas uma imersao (nao elementar), entao
somente podemos afirmar que 2 F p[a ... a,] sse By ) F @[h(ar) ... h(a,)]. B

Exemplo 1.22 A inclusao h : (Q,:) — (R,:) é uma imersao, mas (R,-) F
(22 = y)[h(2)] e (Q,-) ¥ Jx(2? ~ y)[2]. Logo, ainclusdo h nio é um mergulho.
|

Logo, se 2 C B, entao A < B sse a injecao de A em B é uma imersao
elementar.

Se existir uma imersao elementar de 2 em B dizemos que A é elementar-
mente imersivel (ou mergulhdvel) em B.

Como < é definido em termos de féormulas enquanto que = é definido em
termos de sentencas, a nogao < ¢é mais facil de manipular do que a nocao =
(pelos motivos assinalados antes).



Observacgao 1.23 24 < B implica A = B. A reciproca é falsa. Com efeito:
se A < B, entdo A F plai...a,] sse B F ¢lay ...ay] para todo ¢(x1,...,zy)
e para toda aj...a, em A. Em particular, se ¢ é sentenga, entdo 21 F ¢ sse
B E ¢, donde A = *B.

Considere agora 2 = (N7, <) e B = (N, <), onde < é a ordem estrita usual.
E claro que 2 C B. Por outro lado h : Nt — N dada por h(z) =2 —1¢
uma bijegao, e n < m sse h(n) < h(m). Logo, A5 B. Provaremos que A £ B
(ainda tendo A C B, A ~ B). Seja ¢(vg) a férmula —3Fv P(vy,vg). Aqui, P é
um simbolo de predicado bindrio tal que P* = < ¢ P® = <. Logo 2 F ¢[1]
mas B F —p[1] (pois 0 < 1 em B), daqui A £ B. [ |

Daremos a seguir um critério para determinar se uma extensao de uma
estrutura é elementar ou nao. Previamente introduzimos a seguinte notagao.
Dadas p(z1,...,2,) e s : N — A tal que s(ij) = aj se v =v;; (j=1,...,n),
entdo A F; ¢ denota A F ¢la; ... ay] (bem definido, pela Proposigao 1.15). Por
outro lado, dados s : N — A, a € Aex =v; € V,entao sf : N — A ¢é a
seqiiéncia tal que

ry— { S) seq#i
@ a sej=1

Provaremos entao o seguinte: para ter 2 < B é condigdo necessaria e sufi-
ciente que, se existe testemunha em B de ¢(z) (interpretando as outras varidveis
livres de ¢ em A) entdo deve existir alguma testemunha de ¢(x) em A.

Proposicao 1.24 Suponha que 2 C B. Entao A < B sse para toda férmula
¢ de Ly, para toda varidvel = e para toda seqiiéncia s em AN, se B E, Jzp,
entao existe a € A tal que B Fg .

Demonstragao: Suponha que 2 < B, e sejam ¢,z e s tais que B F; dxp.
Suponha que as varidveis livres de dry sao exatamente v;,...,v;. Logo
B E Jxp(s(ir)...s(ig)], donde A F Jxp[s(i1) ... s(ig)], pois s(i;) € A e A< B.
Daqui existe a € A tal que A F ¢[a; s(i1) ... s(ix)], donde B F pla; s(i1) . .. s(ix)],
e entao B Fg ¢ para algum a € A.

Reciprocamente, suponha agora que

B Fy drp implica B Fg ¢ para algum a € A
para toda férmula ¢ e toda s € AN,

(%)

Provaremos que
A, p sse B F, ¢ para toda férmula ¢ e toda s € AN ()

por inducao em I(p). Se I(¢) = 0 entao vale (xx*) pois A C B. Os casos ¢ =
e o = (Y1 A 1hg) sdo triviais. Se ¢ = Jxh, e A F5 1 sse B F; ¢ para toda
s € AN, provaremos que 2 E, ¢ sse B E, ¢ para toda s € AN, (Note que néo
estamos perdendo generalidade na prova pela substituicao de Vai) por Iz,
pois A Fs Vo) sse A Ey Jx—p. Veja a Observagao 1.25.) Se 2 E; Jxe) entdo
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existe a € A tal que % Fg 1. Dado que sj € AN entdo B Fsz 9, por hipdtese
de inducao, donde B E, Jx1). Reciprocamente, se B F, Jz¢) para s € AN entdo
B Fg 1 para algum a € A, por (x). Dado que sf € AN entdo A Fgz 1, por
hipétese de indugao, donde A Fg dz. |

Observagao 1.25 Por tnica vez, e para convencer o leitor, provaremos que
nao estamos perdendo generalidade na prova por indugao de (%) a partir de
(%) considerando o caso ¢ = Jz1) no lugar de ¢ = V1. Seja entdo ¢ = Vai) e
assuma que U F, ¢ sse B F, ¢ para toda s € AN, Suponha que A E, V1), logo
2 Fs 1 para todo a € A, donde

B Fg 1 para todo a € A. (s % %)

Suponha que existe b € B tal que B ¥ 1; logo existe b € B tal que B Fg ),
donde B F, dz— (e s € AY). Por (%), existe a € A tal que B Fee 1, 0
que contradiz (* % x). Daqui B Fsz ¢ para todo b € B, donde B F; Vay.
Assim, A E, Vr1p implica B F, Vo (para toda s € AY). Reciprocamente,
suponha que s € AN é tal que B =, Vaip. Logo B Fsz ¢ para todo b € B; em
particular 98 .z v para todo a € A, donde A F: ¢ para todo a € A (hipdtese
de inducao); logo A E4 V). |

O seguinte resultado segue imediatamente.

Corolério 1.26 Se 2 C B, entao 2 < B sse, para toda férmula (z1,...,z,)
etodaaj...an—1 em A: se BF ¢lay ...a,—1;b] para algum b € B, entao existe
a € Atal que B FE plag...an—1;0]. [ |

Exemplo 1.27 Sejam A = (Q, <) ¢ B = (R, <) (< é a ordem usual). Provare-
mos usando o corolario anterior que 2 < B, logo 2 = B. Daqui 2 e B nao
distinguem sentencas na assinatura > que contém apenas o simbolo <.

Seja entao ¢(z1,...,x,) uma férmula de Ly. Sejam ai,...,a,—1 € Q e
b € R tais que B F ¢la; ...an—1;b]. Sem perda de generalidade, assumamos
que a; <az < ... < ap_1-

Se b € QQ, entdao, nao temos nada a provar.

Se b ¢ Q, suponha que a < b < agy1, com k+1 <n—1 (os casos b < a;
ou a,—1 < b sdo deixados como exercicio). Seja ¢ € Q tal que ax < ¢ < agy1.

Fato: Existe um isomorfismo de 8 em B que deixa fixos os a; e que leva b em
c.
Com efeito, considere h : R — R dado por

T sex < apouagt] <
c— ag
r—ag)+a sea, <z <b
hz) = { Gy, (FTOWT U SeakS TS
Qg1 — C
L(:ﬂ—b)jtc se b <z <agy
ag+1 — b
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E fAcil ver que h tem as propriedades requeridas: h é bijecao; x < y sse
h(z) < h(y); h(a;) = a;; e h(b) = c. Em particular, h é uma imersao elementar
de 2 em B. De fato: seja (r < y) uma férmula atomica de Ly, logo

BE (v <y)la;b] sse a < bsse h(a) < h(b) sse B E (z <y)[h(a); h(b)].
Os casos (Y1 A1) e =) sdo 6bvios. Finalmente

B F Vaip[d] sse, para todo a € R, B F 97 [a; d] sse (hipétese de indugio)

B F y[h(a);h(ar) ... h(a,)] para todo a € R sse (h bijegao)

B F y[b;h(a1) ... h(an)] para todo b € R sse B F Vzy[h(ar) ... h(an)].

Isto prova que h é uma imersao elementar, concluindo a demonstracao do Fato.

Ora bem, dado que B F ¢[aj...a,—1;b] e h é uma imersao elementar de
B em B, entao B F ¢[h(a1)...h(an—1); h(b)], isto é&: B E play ...an_1;¢]. Ou
seja: dados ¢(z1,...,Ty) € a1,...,ap—1 € Q, se existe b € R tal que B F
play .. .an—1;b] entao existe ¢ € Q tal que B F pla; ...an—_1;c]. Pelo coroldrio
acima temos que U < *B. |

Definigao 1.28 Seja A um conjunto, o um ordinal e s € A% A seqiiéncia
s é uma enumerag¢io de A se A = {s(8) : [ € a}. A seqiiéncia s é uma
enumeracdo de A sem repeticoes se s é uma bijecao. |

Definigao 1.29 Seja L = L(X), e a um ordinal. Considere a assinatura 3,

obtida de ¥ acrescentando um conjunto {c¢ : & € a} de novas constantes;
assumimos que c¢ # c¢ se & # (. Finalmente, seja L, := L(3,) a linguagem
obtida de X,. [ |

Note que as estruturas para L, sao da forma A" = (2;s) onde 2 é uma
estrutura para L e s € A% tal que c?/ = s(§) para cada £ € a.

Proposicao 1.30 Sejam 2 uma Y-estrutura e s € A% uma enumeracao de A.
Se B é outra Y-estrutura, entao 2 é elementarmente imersivel em B sse existe
s’ € B® tal que (2;s) = (B;s') como X,-estruturas.

Demonstragao: Suponha que 2 é elementarmente imersivel em 93, isto é, ex-
iste h : A — B tal que A F ¢la; ...a,] sse B F p[h(a1)...h(a,)] para toda
o(x1,...,xy) € a1...a, em A. Seja ¢ uma sentenca sobre L, e considere
s’ =hos. Logo s’ € BY. Sejam cg,,...,cg, as constantes novas que ocorrem
em ¢, e considere varidveis novas x;j,, ..., z;, (isto é, varidveis que nao ocorrem
ligadas em ¢), todas diferentes entre si. Logo ¢ = Q,Z)fgll ig:: para alguma
Y-férmula ¥(xj,,...,z;,) com exatamente z; ,...,x;, como varidveis livres.
Assim:
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(s 5) o sse AEY[s(61) - .- s(6n)]
sse B EYP[s'(&1)...5 ()] sse (B;s') E .
Logo (2; s) = (B;s’) (como X,-estruturas) para s’ = h o s.

Reciprocamente, suponha que (; s) = (9B;s’) para alguma s’ € B®. Defina
h:A— B como h(s(€)) = s'(§) para £ € a.

Fato: h estd bem definida, isto é: se a € A tal que a = s(§) = s(&’) para
£, & € a, entao §'(&) = §(¢).

Com efeito: se s(§) = s(&') entao Cém;;) = cé,m *)donde (s 5) F (ce = cgr). Como
(A s) = (B;s') e (c¢ = cer) é uma sentenca de La, entao (B;s') E (ce = cgr).

Daqui §'(§) = c§3§8/> = cg?B;S,> = §'(¢’), provando o Fato.

Por outro lado s : &« — A é sobrejetora, logo h : A — B dada por h(a) = s'(§) se
a = s(§) para algum £ € «, estd bem definida. Seja ¢(x1,...,z,) uma férmula
de L com (no méximo) z1,...,x, livres, e (a1,...,a,) € A™. Seja & € « tal
que s(&) =a; (i=1,...,n). Logo:

AE play...an] sse (A;s) E Pee - oop, SS€ (B;s') F oo

Cen CE n

Tn

In ¢ uma sentenga de L)
€n

(pois (AU; s) = (B; s') com relagao a Ly, e Pog -
sse B E ¢[s'(&1)...5(&n)] sse B E p[h(ar)...h(a,)] (pela defini¢ao de h).

Daqui h : A — B é uma imersao elementar. |

Observagao 1.31 Um morfismo A : A — B satisfaz:

AE play...ay] sse B E p[h(ar)...h(ay)] (1)
para toda ¢(z1,...,2,) e para toda (a1, ...,a,) € A"

sse h é uma imersao elementar de 2 em ‘8.
Com efeito: suponha que h satisfaz (1). Basta provar que h é um morfismo
de A em ‘B e que h € injetora.

1. (a1,...,a,) € P2 sse AFE P(xy,...,7,)[a1...ay) sse, por (1),
Bk Px1,...,2z,)[h(a1) ... h(ay)] sse (h(a1),...,h(a,)) € PZ.

2. AE (z = flo,...,20))[[*ar ap);ai .. .ayl; logo, por (1),
BE (v f(o1,...,20))[h(f* (ah -y an));har) . . h(an)].
iaqm h(f*(ai,...,a,)) = f2(h(a ) ..,h(an)) para todo (ay,...,a,) €

3. AF (x ~ ¢)[c*] para toda constante c; logo, por (1),
Bk (x =~ c)[h(c*)], donde h(c?) = ¢® para toda constante c.
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Daqui h : 2 — B é um morfismo. Suponha que a # b em A; logo A F —(z ~
y)|a; b], donde, por (1), B E =(x =~ y)[h(a); h(b)], isto é, h(a) # h(b). Logo h é
injetora. Por (1) é ébvio que h : A — B é uma imersao elementar. A reciproca
é ébvia. ]

Proposicao 1.32 Sejam 2, B duas estruturas sobre L. da mesma cardinali-
dade, e seja s € A% uma enumeracao de A. Entédo:

1. Se A ~ B, entao existe s’ € B* tal que (A;s) = (B; ¢).
2. Se ¢’ é uma enumeracao de B e (A;s) = (B;¢), entdao A ~ B.
3. Se A C B entao A < B sse (A;s) = (B; s).

Demonstragao: (1) Suponha que 23 %B. Seja s’ = hos € B Por indugao
na complexidade de ¢(x1,...,z,) podemos provar que

AE p[s(&r)...5(6,)] sse BE p[s'(€1)...58 (&) (%)

(deixamos como exercicio para o leitor). Seja agora ¢ uma sentenga de L,; logo
¢ =gl ...cr paraalguma Y(zy,...,z,) de L. Portanto (A;s) F ¢ sse (2A; s) F
ce - ep, Sse AE P[s(&r) ... 8(&,)] sse (usando (x)) B E [s'(&1) ... 8 (&,)] sse
(B s') F Vel ey, sse (%B; s) F . Logo (A; s) = (B; s').
(2) Seja s’ € B* uma enumeragao de B tal que (2; s) = (B; s’). Pela proposigao
anterior (e a sua prova), a fungao h : A — B dada por h(z) := s'(§) se z = s(§)
(€ € a), estd bem definida, constituindo uma imersao elementar de 2 em 9B,
isto é:

AE plar...a,] sse BE ¢lh(ar)...h(a,)] (%)
para toda X-férmula ¢(z1,...,zy,) e para toda (a,...,a,) € A™.

Note que h é injetora pois, dados a # b em A: A F —(x =~ y)[a;b]. Logo, por
(%), B E =(xz = y)[h(a); h(D)], isto é, h(a) # h(b).

Por outro lado s’ é uma enumeracao de B. Assim, seja b € B. Logo,
b = §'(§) para algum £ € a. Seja a = s(§) € A; Logo h(a) = §(§) = b.
Portanto h é sobrejetora, isto é, h é bijetora donde, por (xx), A5%B. Com
efeito, dado P predicado n-ario e (ai,...,a,) € A", entao (ai,...,a,) €
P sse A E P(xy,...,20)[a1...a,] sse B E P(xy,...,2,)[h(ay1) ... "h(ay,)] sse
(h(ay), ..., h(a,)) € PP,

(3) Conseqiiéncia direta da prova da proposigdo anterior (caso particular em
que s’ =seh=1idy).

2 Modelos Construidos a partir de Constantes

2.1 Completude e Compacidade

Provaremos o teorema de completude dos sistemas axiomaticos de primeira
ordem (tese de doutorado de Godel, 1930), a partir do qual sai imediatamente
o teorema da compacidade.
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A seguir analizaremos algumas conseqiiéncias importantes do teorema da
compacidade.

Definicao 2.1 Seja ¥ uma assinatura. Um sistema axiomdtico K sobre % é
composto do seguinte:

o Axiomas: Todas as instancias dos seguintes esquemas de féormulas de X
(onde (6 = ) denota =(d A —y) e z é uma variavel arbitraria):

1. Axiomas Proposicionais:
d=(y=9)

(M= (=)= (n=7)=>(n=7))
(y=0)= ((—y=19) =)

2. Axiomas de Primeira Ordem:
Va(y = 9) = (v = Vi) se & nao ocorre livre em ~y
Vey = se 7 é um termo livre para x em 7y

3. Axiomas da Identidade:

(r ~ x)
(x~y)= (72 ~ 1) para todo termo T e varidveis x,y, z
(x~y)= (V¢ =Y) se x e y sao livres para z em ~ (atémica)

4. Aziomas Nao-Ldgicos (ou Préprios):
Um conjunto arbitrdrio A (eventualmente vazio) de férmulas.

o Regras de Inferéncia:

v, (y=19)
5

2. Generalizagao: - (GEN)
Y vy

1. Modus Ponens: (MP)

Os axiomas pertencentes ao conjunto Az formado pelas férmulas de (1)-(3)
sdo chamados de Axiomas Ldgicos.

Definicao 2.2 Seja K um sistema axiomatico sobre ¥, e I'U {} um conjunto
de X-formulas. Uma prova em K de ¢ a partir de I' é uma seqiiéncia finita
©1 ...y de X-férmulas tais que ¢, = ¢ e, para todo i < n:

1. g, e AUAzUT, ou

2. ¢; é obtido de ¢; (que é da forma ¢ = ¢;) e ¢ (onde j,k < i) por
(MP), ou

3. ¢; é da forma Vo, (com j < i) e é obtido de ¢; por (GEN).
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Escreveremos I' Fx ¢ ou, simplesmente, I' - ¢, se existir uma prova de ¢ a
partir de I' em K, e diremos que ¢ € demonstrdavel em K a partir de T'. |

O seguinte resultado é facil de provar por indugdo no comprimento de uma
prova de ¢ a partir de I':

Proposicao 2.3 (Teorema da Corre¢ao) Seja K sem axiomas nao-légicos, isto
é, tal que A = 0. Se I bx ¢, entao I' F ¢, isto é: para toda estrutura 2, se
A = 1) para toda ¢ € ', entao A F ¢. [

Provaremos agora a reciproca, isto é, o Teorema da Completude:
I'E ¢ implica I' ¢ ¢.

A prova que apresentaremos aqui é devida a Henkin (1949), e vale para
linguagens de cardinalidade arbitraria.

Definicao 2.4 Uma teoria de primeira ordem K é consistente se existe uma
férmula (ou, equivalentemente, uma sentencga) ¢ tal que ¥ ¢. Um conjunto T'
de sentengas é consistente (em K) se existe ¢ tal que T Fi . [

A partir de agora, e até o fim desta secao, trabalharemos com a teoria g
tal que A = (), a menos que seja indicado o contrario. Portanto, “consistente”
significa “consistente em ICy”. Nosso préximo objetivo é provar o seguinte: se
T é um conjunto consistente de sentencas, entao 7' tem um modelo. Logo, se
I' E ¢ entao I'U{—¢p} é insatisfativel, portanto I'U {—p} é inconsistente, donde
F'U{—-¢}F ¢ eentao I' - p. Isto é, obteremos o teorema da completude.

O esquema da prova do teorema da completude é portanto o seguinte:

(1) Todo conjunto consistente T pode ser estendido a um conjunto T consistente
e com “boas propriedades”.

(2) Todo conjunto T consistente e com “boas propriedades” tem um modelo.

Definigao 2.5 (“Boa propriedade”) Seja T um conjunto de Y-sentencgas, e
C C C um conjunto de constantes de . Dizemos que C' é um conjunto de
testemunhas para T em Ly se, para toda féormula ¢ em Ly com no maximo
uma varidvel livre (digamos, x), existe ¢ € C tal que T F Jzp = ¢¥. Dizemos
que T tem testemunhas em Ly se existe um conjunto de testemunhas para T
em Ly. |

Daqui em diante, poderemos escrever ¢(c) no lugar de ¢?, quando nao hou-
ver confusao. Lembremos da Definicao 1.6 de cardinalidade de uma linguagem
Ly (que nada mais é do que o cardinal do conjunto FOR(X) de férmulas de
Ly).

Lema 2.6 Seja T um conjunto consistente de sentencas de . = Ly. Seja C
um conjunto de simbolos novos de constantes tal que a cardinalidade de C
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¢ a cardinalidade de Ly. Finalmente, seja I/ = Lyy, onde X' é obtida de
3} acrescentando C' a C como novas constantes. Entao T' pode ser estendido
para um conjunto consistente 7" de sentencas em L.” com C' como conjunto de
testemunhas em IL'.

Demonstragao: Seja o = ||L||. Defina ¢ = {c¢ : £ € a} um conjunto de
novos simbolos, onde ¢¢ # ¢¢ se £ # ¢ (§,{ € a). Considere ¥’ obtida de X
acrescentando C a C, e seja I/ = Lys. E claro que |L/|| = |[L|| = «, logo

podemos arranjar as férmulas de I/ com no méximo uma varidvel livre numa
seqiiéncia (¢¢)eca-

Suponha que ¢ = @¢(x¢) (se ¢ é sentencga, estipulamos x¢ = vp). Ob-
serve que, necessariamente, existem § # ¢ tais que x¢ = z¢. Definiremos uma
seqiiéncia crescente de conjuntos de Y-sentencas:

T=ThyChcC...CT¢C... ((€a),
e uma seqiiéncia (d¢)ecq de constantes de C, tais que:
1. T¢ é consistente em Ly, para todo { € o
2. Tepr = Te U{3zepe = @e(de)} (se E+1 € a);
3. Te = Ueee Te (se € € a, € ordinal limite).

Construgao das seqiiéncias: Suponha que T¢ ja foi definido. Observe que em T;
acrescentamos, no maximo, & sentencas de L' que nao sdo sentencas de L (dize-
mos “no maximo” porque algumas férmulas ¢¢ podem ser sentencas). Cada
uma dessas sentencas usa finitas constantes c; de C, logo A¢ = {( € a : ¢¢ nao
foi utilizada em T¢} é nao vazio, pois a ¢ infinito. Seja ¢ o elemento minimo de
Ag, isto é, c¢ é a primeira constante de C' que nao ocorre em T¢, e defina d¢ := c¢
(observe que acabamos de usar o fato de que o ordinal « é bem ordenado pela
relagao de pertinéncia €). Isto conclui a definicao de (T¢)¢cqa € (de)eca-

Provaremos a seguir, por inducao transfinita, que cada T; é consistente.
Suponha entao que T4 é inconsistente; logo T¢ = —(Jxepe = pe(de)) donde
Te b Jzepe A ~@e(de). Como de ndo ocorre em T¢, podemos substituir dg
por z¢ numa prova de Jxepe A —pe(de) a partir de Tg, obtendo, por (GEN),
Te b Vae(Frepe N —pe(xe)) e logo: Te = Fxepe ATz, uma contradigao (pois
T¢ é consistente por hipétese de indugao). Por outro lado, dado £ € « tal que
§ ¢ ordinal limite, é ébvio que Ty := UCef T¢ é consistente (assumindo, por
hipétese de indugao, que todo T, é consistente). Isto sai do fato de que, por
definigao, toda prova em K usa finitas hipdteses.

Seja agora T" := Uge o Tt E ébvio que T é uma extensao consistente de
T. Se ¢ é uma férmula de ' com no maximo uma varidvel livre, entao existe
€ € a tal que p = pe(xe); daqui a sentenga Jzepe = pe(de) pertence a Teyq,
portanto pertence a T’. Logo, C' é um conjunto de testemunhas para T’ em
L. |
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Lema 2.7 Seja T um conjunto consistente de sentencas com conjunto C' de
testemunhas em L. Entdo T tem um modelo 2 tal que todo a € A interpreta
alguma constante ¢ € C.

Demonstragao: Comegamos por considerar dois resultados:

1. Lema de Lindembaum: Todo conjunto consistente de Y-sentencas pode
ser estendido a um conjunto maximal consistente de Y-sentencas.

2. Se um conjunto T' de Y-sentengas tem um conjunto C' de testemunhas em
Ly, entao toda extensao 1" de T em X também possui C' como conjunto
de testemunhas em Ly.

A partir de (1) e (2), podemos supor que 7' é maximal consistente em Ly..
Definimos a seguir a seguinte relacao em C: ¢ ~ d sse (¢ = d) € T (sse
T+ (¢ = d)). Dado que C' é maximal temos que, pelos axiomas da identidade:

cr~c
¢ ~ d implica d ~ c; logo ~ ¢é relagao de equivaléncia.
c~d, d~ eimplica c~ e

Definac={de€ C : ¢~ d} parace C,eseja A={c : ¢ce C}. Dado
que C é um conjunto, entao ¢ é um conjunto, e entdo A é um conjunto (# 0).
Construiremos uma Y-estrutura 20 com dominio A como segue:

(i) Dado P € P de aridade n observe que, pelos axiomas da identidade:
TE(P(cry...sen) AN(eamdi) Ao A (en = dy)) = P(dy,...,dy).
Logo:
se P(ci,...,cn) €T eci~d; (i=1,...,n) entdo P(dy,...,d,) € T. (%)

Definimos entdao P%* C A" como: (¢1,...,¢,) € P%sse P(cy,...,cp) €T
(bem definido, por (x)).

(ii) Seja d uma constante de ¥. Como T+ Jvg(vg =~ d) e C' é um conjunto de
testemunhas para T' em Ly, entao existe ¢ € C tal que T'F (¢ = d), isto é,
(¢ &= d) € T paraalgum ¢ € C. Por outro lado, se (¢! = d) € T parac € C,
entdo, pelas regras da identidade, Tt ((¢ = d) A (¢ = d)) = (¢ = (),
donde (¢ = ¢) € T, isto é, ¢ ~ ¢/. Definimos entdao d* := ¢ (bem definida,
como acabamos de ver). Em particular, se ¢ € C, entdo ¢® = ¢ (pois
(c=c)el).

(iii) Seja f € F de aridade n, e ¢y,...,c, em C. Dado que Jug(f(c1,...,cn) =
vg) € T e C' é um conjunto de testemunhas para T em Ly, entao existe
c e C tal que (f(c1,...,cn) =c) €T. Se d;,d € C, entao
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TE((f(ery...hen)=e)AN(ca=di)N...N(cn = dy) A (c=d))
= (f(d1,...,dn) =~ d),

pelas regras da identidade. Logo, f2 : A" — A, f%(¢1,...,¢,) = ¢ tal
que (f(er,...,¢n) =~ c) €T, estd bem definida.

Fato: Para toda X-sentenca ¢, A F @ sse p € T.
A prova é feita por indugao em I(y). S6é provaremos o caso ¢ = Jz1) (deixamos
o resto da prova como exercicio para o leitor). Suponha que 20 F Jz1); logo,
existe ¢ € A tal que 2 F ¢[c], donde A E ¥*. Daqui ¥* € T, por hipdtese de
indugao. Mas T' = 9% = Jx), logo Jzyp € T

Suponha agora que Jzvy € T'; como C é um conjunto de testemunhas, existe
c € C tal que (Jzyp = ¢¥) € T (pois T' é maximal), logo /¥ € T. Por hipdtese
de indugao obtemos 2 F ¥?, donde 2 F ¢[¢] para ¢ € A. Daqui 2 F Jze). Isto
conclui a prova do Fato.

Portanto: 2 é um modelo de T onde todo elemento de A interpreta alguma
constante ¢ € C'. Isto conclui a prova do Lema. |

Lema 2.8 Seja C' # () um conjunto de constantes em L., e 7' um conjunto de
sentencas de L. Se T tem um modelo 2 tal que todo a € A interpreta alguma
c € C, entao T pode ser estendido a um conjunto 7" em L consistente tal que
C é um conjunto de testemunhas.

Demonstragao: Seja T/ = {9 € SENT(X) : AF ¢}.

E claro que T C T, pois 2 E T. Por outro lado, 7" é consistente (por
defini¢ao). Seja ¢ uma férmula com (no maximo) a varidvel z livre.

Se A E -3z entao A F Jrp = ¢F para toda ¢ € C, donde T" F Jzp = ¢
para qualquer ¢ € C.

Se 2L E Jzp entao A F ¢la] para algum a € A. Por hipétese, existe ¢ € C
tal que ¢® = a. Daqui 2 F ©?, donde A F Jxp = . Daqui T’ F Jzp = ¢
para algum c € C.

Isto prova que C' é um conjunto de testemunhas para 7" em L. [

Teorema 2.9 (Completude estendida) Seja T' um conjunto de sentencgas de L.
Entao I' é consistente sse I' tem um modelo.

Demonstragao: <) Obvio.

=) Suponha que I' é consistente. Considere, pelo Lema 2.6, uma extensao
consistente IV de T' em L/ tal que I tem testemunhas em IL’. Pelo Lema 2.7,
seja 2 um modelo de I (na linguagem IL’). Considere o reduto B de 2 em L
(isto é: B é A “esquecendo” dos simbolos novos de I''). Dado que as sentencas
de T' pertencem a L, entao B8 é um modelo de I'. |

A partir de agora, denotaremos a cardinalidade de um conjunto X por X.
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Corolario 2.10 Toda teoria consistente em L tem um modelo de cardinalidade

< I

Demonstracao: Na prova anterior podemos escolher 2 tal que todo a € A
interpreta uma constante ¢ € C, sendo que C = ||L||. Logo B = A < C =
IIL'|] = ||IL]||. Isto prova o corolério. [ ]

Em particular: se uma sentenca (numa linguagem enumeravel) tem um
modelo, entdo tem um modelo no méximo enumeravel (Lowenheim, 1905).

Teorema 2.11 (Completude de Gédel) Uma sentenga é teorema sse é valida.

Demonstragao: =) Facil.

<) Suponha que ¢ é uma sentenca tal que ¥ ¢, logo {—¢} é consistente (pois
I' ¥ ¢ implica que I'U{—¢} é consistente). Daqui, pelo Teorema 2.9, existe um
modelo 2 tal que A ¥ ¢, isto é, p nao é vélida. [

Teorema 2.12 (Compacidade) Um conjunto de sentencas I' tem um modelo
sse todo I'g C I' finito tem um modelo.

Demonstragao: =) Obvio.

<) Se todo I'y C I" tem modelo entdo, pelo Teorema 2.9, todo I'y C I finito é
consistente. Como toda prova é finita, inferimos que I' é consistente. Usando
novamente o Teorema 2.9 inferimos que I' tem um modelo. [

Corolario 2.13 Se uma teoria T" tem modelos finitos arbitrariamente grandes,
entao 71" tem um modelo infinito.

Demonstragao: Seja T' com modelos finitos arbitrariamente grandes. Esten-
demos ¥ a ¥, onde ¥’ é obtida de X acrescentando o conjunto {¢, : n € N}
de constantes novas, com ¢, # ¢, se n # m.

SejaI' = TU{=(cp = ) : n < m, n,m € N}. Seja I'y C T finito, e

{co,...,cn} um conjunto de constantes que contém todas as constantes ¢; que

ocorrem em ['g. Seja 2 uma estrutura finita com, no minimo, m + 1 elementos

agp, - . ., ay, satisfazendo T' (2 existe, por hip6tese). Seja A" = (A;ag, ..., am) a
3 )

Y/-estrutura tal que c?l/ =a;sei<m,e c?[ = ag para ¢ > m. E claro que 2’ é
um modelo para I'g. Ou seja: todo subconjunto finito de I' tem um modelos.
Pelo teorema da compacidade, existe um modelo A para I'. Como 2 F
—(¢p & ) para n < m, entdo ¢ # c» paran #m. Logo {c? : neN} C A
¢ infinito, donde 2 é um modelo infinito. Tomando o reduto B de A a 3 temos
que B é um modelo infinito para 7. |

Corolario 2.14 (Lowenheim-Skolem-Tarski) Se T' tem modelos infinitos, entao
T tem modelos de cardinalidade a para todo a > ||L|.
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Demonstragao: Dado a > ||L||, seja L a linguagem sobre a assinatura ¥’
obtida de X acrescentando a C o conjunto {c¢ : & € a} de constantes novas,
onde ¢¢ # ¢¢ se & # (. Observe que ||L'|| = a (pois ||L|] < «). Considere
IF'=TU{~(cc =cc) @ &C €, £# ¢} Todo Ty C T finito envolve finitas
constantes c¢, logo qualquer modelo infinito de T' (que existe, por hipétese)
pode ser estendido a um modelo de I'g. Pelo teorema da compacidade, existe
um modelo 2 de T' tal que, pelo Corolario 2.10, podemos supor que 2 tem
cardinalidade A < ||L'|| = a. Por outro lado, 2 F —(ce = ¢¢) se & # ¢, logo
c?#c?lseé“%g“;daquiagﬁga,dondeZ:a. |

Exemplo 2.15 A teoria de nimeros completa é a teoria
TN ={p € SENT(X) : (N,+,-,5,0) F ¢}

onde ¥ é a assinatura da aritmética de Peano de primeira ordem ((N,+,-, s, 0)
é portanto uma estrutura para X). Observe que T'N é uma teoria consistente e
maximal, isto é, completa. Ou seja, TN F ¢ ou T'N F —¢ para todo sentencga
p de X. |

Corolario 2.16 (Skolem, 1934) Existem modelos nao-standard da teoria de
numeros completa.

Demonstragao: T'N tem um modelo infinito, a estrutura standard (N, +, -, s, 0).
Pelo teorema anterior, TN tem modelos de cardinalidade « para todo o > Ny.
Claramente, um modelo de cardinalidade > Ny é um modelo nao-standard, nao
isomorfo a (N, +, -, s,0). |

2.2 Meétodo de Diagramas

Seja A um modelo para L. = Ly. Expandimos L a Ly = Ly ,, onde ¥4 ¢ a
assinatura obtida de ¥ acrescentando o conjunto {c, : a € A} de constantes
novas, € ¢, # ¢, se a # b em A = |2|. Expandimos 2 para um modelo
A4 = (A;a)eea para Ly, onde 24 := a.

Definicao 2.17 Com a notacao anterior, definimos o diagrama de 2, denotado
por Ag, como sendo

Ag = {¢ : (p é sentenga atomica de L4 ou
¢ = —), onde 1 é sentenga atomica de L)

e g Fp}.
[
Podemos generalizar L4: se X C A, entao definimos Lx := Ly, onde Xx
é obtida de ¥ acrescentando as novas constantes {¢, : a € X}. Definimos

também a X x-estrutura Ay := (A;a)ecx. Se B é um modelodeLeh: X — B
e injetora, entdao (B;h(a))q.cx é a expansao de B para um modelo de Lx, onde
¢, é interpretada como h(a) (para todo a € X).

21



Proposigao 2.18 Sejam 2,8 modelos para L. Entao 21 é isomorficamente
mergulhavel em B sse B pode ser expandida a um modelo do diagrama de 2.

Demonstragao: Seja h um isomorfismo entre 2 e Bj4). Seja B4y =
(B;h(a))aea. Observe que, se 7 é um termo fechado de L4, entdo h(7%4) =
7%n4) (pode ser provado por inducio na complexidade () de 7). Seja ¢ uma

sentenca atomica de L4 da forma P(7,...,7,). Entao:
A F @ sse (TlglA, o, T24) € P sse (h(TflA), .., h(T24)) € PBr
B B
sse (7 M )Y € PBr) gge B a) F o

Logo Bj,(4) ¢ um modelo de Ag, e Bj,4) € uma expansao de B.
Reciprocamente, seja B’ = (B;h(a))sca uma expansao de B que é um
modelo de Ay (observe que toda expansao de 8 para um modelo de L4 é da
forma B’ = (B;h(a))eeca para alguma funcdo h : A — B). Entao h é um
isomorfismo entre 2 e B4y (deixado como exercicio para o leitor). [

Corolario 2.19 Assumamos que Y nao tem simbolos de fung¢oes nem de cons-
tantes (isto é, C = F,, = () para todo n > 1). Seja T' uma teoria e 2 um modelo
para Ly. Entdo 2 é imersivel num modelo de 7' sse todo submodelo finito de
2 é imersivel em algum modelo de T'.

Demonstragao: =) Obvia

<) Suponha que todo Ay C 2 finito é mergulhdvel em algum modelo de T.
Provaremos que I' := T'U Ay é consistente. Se I'g C I' é finito, entdo I'g contém
um numero finito de constantes novas, digamos cq,, ..., ¢s,. Dado que ¥ nao
tem fungoes nem constantes, entao o conjunto finito A’ = {ay,...,a,} gera um
submodelo finito 2" de A. Seja B’ um modelo de T tal que 2’ estd mergulhado
em B’ (B’ existe por hipdtese).

E claro que 'y € T U Agr. Com efeito, se ¢ é uma sentenca atéomica de
T'g na linguagem IL 4 tal que A F ¢, entao ¢ é sentenga atomica de L4/ tal que
A" E ¢, donde ¢ € Agy. Analogamente para o caso em que ¢ é da forma —),
com 1) sentenca atomica. Pela Proposicao 2.18, considerando 2’ e B’, temos
que B’ pode ser expandida a um modelo B” de Agy (pois 2’ é mergulhdvel em
B’). Daqui vemos que B” é um modelo de T'U Agy (pois B’ é modelo de T)).
Como Ty C T'U Agy, entdo B” é modelo de T'y (note que B” é estrutura para
a linguagem L 4/). Em resumo: todo I'g C T finito tem um modelo.

Pelo teorema da compacidade, I' tem um modelo B (na linguagem Ly).
Seja B o reduto de B para L. Entdo B é um modelo de 7. Como B pode
ser expandida para um modelo do diagrama de 2 (a estrutura B) entao, pela
Proposicdo 2.18, 2 é mergulhivel em 9B, um modelo de 7. |

Lembremos que um corpo K tem caracteristica p € N (onde p € N é ne-
p vezes

cessariamente primo) se p.1 =1+ ...+ 1 = 0. Por outro lado, se p.1 # 0 para
todo primo p, entao K tem caracteristica 0.
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Coroldrio 2.20 Seja ¥ uma assinatura (para a teoria de corpos) contendo
apenas os seguintes simbolos: Fo = {+,-} e C = {0,1}. Seja T" uma teoria na
linguagem Ly que tem como modelos corpos de caracteristica p > 0 arbitraria-
mente grande , isto é: para todo p existe um corpo 2 de caracteristica > p tal
que A ET. Entao T tem um modelo que é um corpo de caracteristica 0.

p vezes

——
Demonstragao: Considere a abreviatura p.1 denotando o termo 1+ ...+ 1
de L (p primo positivo). Seja T” o conjunto de axiomas usuais da teoria de
corpos na linguagem L, e defina

:=TUT' U{~(p.1~0) : péprimo, p> 0}.

Se I'g C I' é finito, entao I'g envolve finitos primos p; seja p o méximo deles.
Seja A um modelo de T' que é um corpo de caracteristica > p (2 existe, por
hipétese). Logo 20 é um modelo de 7", portanto 20 é um modelo de Ty.

Por compacidade, I' tem um modelo. Este modelo é um corpo de carac-
teristica 0, e é um modelo de T'. [

Isto prova que a classe M dos corpos de caracteristica # 0 ndao é axioma-
tizavel na linguagens dos corpos. Caso contrario, suponha que 7' é um conjunto
de axiomas para M (isto é: A F T sse 20 é um corpo de caracteristica # 0). Pelo
Corolario 2.20, existe um modelo de T de caracteristica 0. Mas esse modelo,
por satisfazer T', devia ser um corpo de caracteristica # 0, uma contradicao.
No Corolario 3.9 provaremos que a classe dos corpos de caracteristica 0 é ax-
iomatizavel, mas o conjunto de axiomas nao pode ser finito.

Definicao 2.21 Um corpo ordenado é uma estrutura
<F7+7 '707 17 §>

tal que (F,+,-,0,1) é um corpo e (F, <) é um conjunto linearmente ordenado,
isto é, para todo x,y,z € F"

o r <z

o r <yey<zimplicaxz=y;

o x <yey<zimplica x < z;

ez <youy<uz;

o v <yimplicax+ 2 <y+ z;

e xr<yelO<Lzimplicax -z2<y-z2. [ |

Seja Yoo a assinatura (para a teoria de corpos ordenados) contendo apenas
os seguintes simbolos: Fy = {+,-}; P2 = {<}; e C = {0,1}. Entdo um corpo

ordenado é uma Y gp-estrutura satisfazendo os axiomas Obvios. Por exemplo,
R e Q (com a ordem usual) sao corpos ordenados.
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Defini¢ao 2.22 Um corpo ordenado (F,+,-,0,1,<) é arquimediano se, para

m vezes

—_——
todo a,b > 0, existe m € NT tal que m.a > b (onde m.a denota a+ ...+ a e
x > y denota neste contexto —(x < y)). [

A propriedade de ser um corpo ordenado arquimediano nao é expressavel em
légica de primeira ordem, como provaremos a seguir (observe que “existe m > 0
tal que m.a > b” nao é uma expressao de primeira ordem).

Corolario 2.23 “Corpo ordenado arquimediano” nao é expressavel na logica
de primeira ordem.

Demonstragao: Considere a seguinte classe de Yop-estruturas:
COA = {2 € Xco-Str = A é um corpo ordenado arquimediano}.

Suponha que existe um conjunto de sentengas I' na linguagem L(X¢c0) tal que
A ET sse A € COA. Considere a assinatura X obtida de Yoo acrescentando
uma nova constante c. Seja L. = Ly e ['* o conjunto de sentencgas de L. dado
por I* =T U{(m.1 <¢) : me N} SeTlyCTI™* é finito entao (R;a) F Ty, se
a € R satisfaz: a > m para todo m envolvido em T’y (se nenhuma férmula da
forma (m -1 < ¢) ocorre em I'g entdo basta tomar a > 0). Logo, todo I'g C I'*
finito tem modelo.
Pelo teorema da compacidade, I'* tem um modelo

2l = <<F7+7'7 1,0, §>7b>

Logo, A E T', donde (F,+,+,1,0,<) é um corpo ordenado arquimediano. Como
A E (m.1 < ¢) para todo m > 0, entao 1.1% < % isto é, 1 < b. Logo: existem a
(=1)eb (= c*) em F, positivos tais que m.a < b para todo m > 0, contrariando
o fato de 2 ser arquimediano. Logo, nao pode existir uma axiomatizacao de
COA na logica de primeira ordem. |

Observagao 2.24 O leitor possa talvez ficar em duvida sobre a interpretacao
do resultado anterior. De fato, apenas provamos que a classe COA dos corpos
ordenados arquimedianos nao pode ser caracterizada por um conjunto de ax-
iomas na linguagem L(Xco). Nao seria possivel caracterizar COA utilizando
uma assinatura (de primeira ordem) apropriada? Nao serd que a inexisténcia de
axiomas para COA é devida a falta de expressividade da assinatura escolhida?
Se analizamos com cuidado a prova do Corolario 2.23, veremos que a resposta
é “nao”.

Com efeito, se I' fosse uma axiomatizacdo de COA numa linguagem L(X)
entdo, por forga, a Yco-férmula (m.1 < vg) (para m € NT) deveria poder ser
representada por uma Y-formula, dado que X é rica o suficiente para expressar
COA. Por exemplo, se Y. ndo utiliza uma constante 1 para o neutro do produto
entao (m.1 < vgy) pode ser expresso por

m vezes

—_—
E|U1(V’U2(Ul c U R Ug) A (’U1 +...4+11 < ’Uo)).
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Basta substituir na expressao anterior os simbolos de produto, de soma e de
ordem pelas expressoes correspondentes em Y para obter uma Y-férmula ex-
pressando (m.1 < vg). Portanto, podemos repetir a prova do Corolario 2.23,
desta vez utilizando a assinatura . |

Outra aplicacao (neste caso, positiva) do teorema da compacidade é a teoria
de ordens:

Definigao 2.25 Um conjunto ordenado é um par (X, <) tal que X é um con-
junto nao-vazio e < C X x X é uma relacdo bindria em X satisfazendo as trés
primeiras propriedades de ordem enunciadas no Exemplo 2.21 de corpos orde-
nados (as quais sao facilmente expressaveis numa linguagem de primeira ordem
contendo apenas um simbolo de predicado bindrio <). Dizemos que (X <) é
uma ordem total (ou linear ou simples) se adicionalmente vale a quarta pro-
priedade de ordem enunciada no Exemplo 2.21 (também facilmente expressével
em primeira ordem). [

Corolario 2.26 Toda ordem parcial sobre um conjunto X pode ser estendida
para uma ordem total.

Demonstragao: Seja X a assinatura para a ordem parcial que contem apenas
um simbolo de predicado binario <, e fixe uma ordem parcial em X. Considere
2 = (X, <) um modelo para Ly. Seja Lx := Ly a linguagem obtida de ¥x e
seja Ax a X y-estrutura obtida de 2 (veja o pardgrafo prévio a Definigao 2.17).
Seja A = {p : ¢ é sentenca atomica de Lx e Ax F ¢}. Claramente A C Ag
(A é o diagrama positivo de ). Considere

F'=AU{~(ca=c) : a#b em X}U{o},

onde o é a sentenga 6bvia de Ly, que define uma ordem total. Seja I'g C I finito,
eay,...,a, € X os elementos de X envolvidos nas constantes que ocorrem em
I'p. Deixamos como exercicio para o leitor provar, por inducao em n, o seguinte:

Fato: Toda ordem parcial < em {ay,...,a,} pode ser estendida para uma or-
dem total <’ em {ay,...,a,}, isto é: se a; < a; entdo a; <’ a;.
A partir do Fato, temos que (({a1,...,a,},<');a1,...,a,) é um modelo de Ty

(se ndo ocorre nenhuma ¢, em 'y, entao I'g = ) ou I'g = {c}, logo (Z,<) E Ty
nos dois casos). Ou seja, todo subconjunto finito de I' tem um modelo.

Pelo teorema da compacidade, existe um modelo B = ((Y, <'}; d,)qacx para
I. Nesse modelo, d, = ¢® (um elemento de Y) para todo a € X. E ébvio que
Y'={d, : a € X} é um conjunto totalmente ordenado por <’ e para todo

a,be X:

a < b implica d, <" d, pois BF A, e
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a # bimplica d, #dp pois BE{-(ca=cp) : a#bem X}.

Seja h : X — Y’, h(a) = d,; logo h é bijecao. Portanto, a funcao g = h~! :
Y’ — X induz uma ordem total <” em X, dada por:

a<"b sse d, <'dp

que estende < (confira os detalhes). [ |

3 Axiomatizacao e Equivaléncia Elementar

Estamos em condigoes de analisar questoes de expressabilidade das linguagens
de primeira ordem.

Defini¢ao 3.1 a) Seja I' C SENT(X) uma colegao de sentengas na linguagem
L. = Lyx. A colegao de modelos de T, isto €, a classe das Y-estruturas 2 tais que
A E T, é definida por

MODs(T) = {2 € =-Str : AET}.

b) Seja M C ¥-Str uma cole¢do de estruturas sobre X. A teoria de M e a
colecao de Y-sentencas

Thy (M) ={0c € SENT(X) : AE o para toda 2 € M}.
|

Quando nao houver risco de confusao, omitiremos o indice 3. Escreveremos

MOD(c) para MOD({c}) e Th() para Th({2})

Proposicao 3.2
(i) MOD(T') = (] MOD(o).
oel
(i) Th(M) = () Th().
(i) rcr im;lleié\; MODI) C MOD(T).
(iv) M C M’ implica Th(M') C Th(M).
(v) I CTh(MOD(T')) e MOD(Th(MOD(T"))) = MOD(T").
(vi) M C MOD(Th(M)) e Th(MOD(Th(M))) = Th(M).

Demonstracao: Exercicio. |

Definicao 3.3 Seja M C X-Str.

(i) Dizemos que M é axiomatizdvel na linguagem Ly, se existe ' C SENT(X)
tal que M = MOD(T).

(il) M é finitamente aziomatizdvel (em Ly) se M = MOD(T) para I' C
SENT(X) finito.

(iii) Um conceito matemético é expressdvel na linguagem Ly, se a classe de es-
truturas que é a sua referéncia é axiomatizavel em Ly. |
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Observacgoes 3.4

1) Se o é uma sentenca logicamente vélida (por exemplo, Vz(z ~ x)) entao
¥-Str = MOD(o) e ) = MOD(—0c). Portanto @) e X-Str sao (finitamente)
axiomatizaveis.

2) MOD({o1,...,0n}) = MOD(o1 A ... A 0y), portanto “finitamente axioma-
tizavel” equivale a “axiomatizavel por uma sentenca”. [

Proposigao 3.5 M é axiomatizdvel sse M = MOD(Th(M)).

Demonstragio: <) Obvio.

=) Se M é axiomatizédvel, entao M = MOD(I") para algum I' C SENT(X).
Logo, pela Proposicao 3.2 (v), aplicando MOD(Th(-)) nos dois membros da
igualdade acima, obtemos:

MOD(Th(M)) = MOD(Th(MOD(I))) = MOD(T') = M.

Proposicao 3.6 MOD(Th(M)) é a menor classe axiomatizdvel que contém
M, isto é: se M C M; e M; é axiomatizdvel, entao MOD(Th(M)) C M.

Demonstracao: Se M C M;j entdao Th(M) 2O Th(M;), pela Proposicao
3.2 (iv). Portanto MOD(Th(M)) C MOD(Th(My)), pela Proposigao 3.2 (iii).
|

Observacao 3.7 M nao é axiomatizavel sse existe B tal que: B E Th(M) e
B ¢ M (isto é: M C MOD(Th(M))). [

Proposicao 3.8 Se M = MOD(I') e M ¢ finitamente axiomatizavel, entao
existe I'g C T finito tal que M = MOD(Ty)

Demonstragao: Suponha que existe uma sentenga o tal que M := MOD(T") =
MOD(o). Logo, para toda 2A:

AET sse AF o. ()

Em particular (usando a parte “somente se”) temos que I' F 0. Pelo teorema
da compacidade, existe Iy C I' finito tal que I'g F o (é facil provar que o
Teorema da Compacidade equivale a: se I' U {o} é um conjunto de sentengas
e I' F o, entao existe I'y C I finito tal que I'y F o). Suponha que I'y =
{o1,...,0n}. Se A F o entao, por (x), A F I'; em particular 2 E o; para todo 7,
donde MOD(c) € MOD(I'y). Dado que I'g F 0 entao MOD(I'g) C MOD(o),
portanto M = MOD(c) = MOD(Ty). [

Corolario 3.9 “Corpo de caracteristica 07 é axiomatizdvel mas nao é finita-
mente axiomatizavel.
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Demonstragao: Considere a assinatura Y para a teoria de corpos (veja o
Corolério 2.20). Seja I' o conjunto de axiomas usuais de corpo na linguagem
Ly, eI™ =TU{-(p.1 = 0) : pé primo, p > 0}. E claro que M := MODT*) =
{(F,+,-,1,0) : F é corpo de caracteristica 0}.

Por outro lado, suponha que existe alguma sentenca ¢ na linguagem dos cor-
pos Ly tal que M = MOD(o). Pela Proposigao 3.8 temos que existe I'g C I'™*
finito tal que MOD(Ty) = M. Mas I'y envolve finitos primos p1, ..., py,, por-
tanto, se p > p; (i = 1,...,n), entao (Zp,+,-,1,0) E T'y. Mas (Zp,+,-,1,0) &
M, pois Z, tem caracteristica p, uma contradicao. |

Corolario 3.10 A propriedade de ser conjunto infinito é axiomatizdvel, mas
nao é finitamente axiomatizavel.

Demonstragao: Considere, para cada n > 1, a sentenca

= =) /\ —(v; & vj)
i#£]

na linguagem Ly com X = (). Logo, 2 F ¢, sse A tem mais de n elementos.
SejaI' = {¢, : n > 1}. Entao A = I sse, para todo n > 1, A tem mais de n
elementos, sse A é infinito. Portanto M := MOD(T') ~{A : A é um conjunto
infinito} (escrevemos “~” no lugar de “=" porque, em rigor, as Y-estruturas
ndo sao conjuntos, mas pares ordenados (A, ) tais que A é um conjunto nao-
vazio e ) é a fungao vazia). Se existisse uma sentenga o tal que M = MOD(o)

entao, pela Proposigao 3.8, existiria Iy C T finito tal que M = MOD(Ty).
Suponha que I'y = {@n,,---,¢n,}, € sejam > n; (1 = 1,...,k). Logo,
A = ({1,...,m},0) é um modelo de I'y. Mas |2,,| é finito, uma contradigao.
|

Corolério 3.11 A propriedade de ser conjunto finito (e nao-vazio) nao é ax-
iomatizavel.

Demonstragao: Suponha que existe um conjunto de sentengas I' (na lin-
guagem Ly com ¥ = ) tal que M := MOD(T') ~ {A : A é um conjunto
finito ndo-vazio}. Seja T =T U {yp, : n > 1} (onde ¢, é como na prova do
coroldrio anterior). Seja 'y C T finito e seja n = Max{n : ¢, € I'y}. Logo,
A= ({1,...,n+ 1},0) é um modelo de I'y. Isto é, todo subconjunto finito de
T tem modelo.

Pelo teorema da compacidade, existe um modelo % = (A,0) de T. Logo,
A€ MOD(T)NMOD({¢n, : n>1}). Assim, A é finito e A é infinito, uma
contradigao. |

Observacgao 3.12 O leitor poderia novamente questionar os dois ultimos re-
sultados, na mesma linha de raciocinio da Observacao 2.24. Ou seja, talvez
se usassemos uma assinatura nao-vazia entao seria possivel axiomatizar com
uma tUnica sentenga os conjuntos infinitos e/ou axiomatizar os conjuntos finitos
(ndo-vazios). De fato, o Axioma do Infinito da Teoria de Conjuntos ZF de
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Zermelo-Fraenkel é uma sentencga que, entre outras coisas, define os conjuntos
infinitos! E também existem diversas caracterizagoes (em ZF') de conjuntos
finitos!

Observe que esse raciocinio esta errado. Os modelos de ZF' nao sao conjun-
tos, mas pares (A, E) em que E C A x A interpreta a relagao de pertinéncia no
universo A. Ou seja, os modelos nao sao meramente conjuntos, mas conjuntos
munidos de uma estrutura adicional.

Por outro lado, a prépria nogao de estrutura de primeira ordem nos forga
a considerar a assinatura vazia para poder falar apenas em conjuntos, pois
justamente um conjunto é, por defini¢do, um conjunto sem qualquer estrutura
algébrico-relacional. |

4 Omissao de Tipos e Teoremas de Interpolacao

Nesta secao trabalharemos com conjuntos I' de férmulas nas varidveis 1, . .., Ty,

denotados por I'(zy,...,z,). Isto significa: se ¢ € I' entdo toda varidvel

que ocorre livre em ¢ pertence ao conjunto {x1,...,z,}. Se ¢ é da forma

O(T1y oy Ty Tt 1y - -+, Ty ), USATEMOS & NOLAGAO ©(C1y -+ + 4 Cy Tt 1y - « - 5 Tpy) PA-

ra ¥t .. Zm  Para simplificar a leitura, utilizaremos a seguinte notacao adi-
1 Cm 9

cional:

e @ representard indistintamente uma seqiiéncia finita ai...a, em A ou

uma n-upla (ay,...,a,) € A™;
e I representard a n-upla de varidveis (z1,...,x,); por exemplo, escrevere-
mos (%) e I'(¥) no lugar de (x1,...,z,) e ['(z1,...,2y);

e por outro lado, escreveremos 37 e VZ no lugar de dxy ... dx, e Vy ...V,
respectivamente.

FEm todos os casos, o contexto servira para desambiguar a expressao T e d.

4.1 Omissao de Tipos

Definicao 4.1 Seja I' = I'(¥) C FOR(Ly), e A uma Y-estrutura. Dizemos
que A realiza T' se existe @ € A™ tal que 2 E ¢[d] para toda ¢ € I'. Dizemos
que 2 omite I' se A nao realiza I'; isto é, para toda @ € A" existe ¢ € I' tal
que A ¥ ¢ld]. Dizemos que I' € satisfativel em A se A realiza I'. Finalmente,
dizemos que I' € consistente se 1" é satisfativel em alguma 2. |

Exemplo 4.2 Seja T a aritmética de Peano de primeira ordem, e I'(z) o con-
junto I'(z) = {—=(0 = z),~(S(0) ~ z),~(S(S(0)) = x),...} UT. Dada uma
estrutura 2, temos que a € A é um numero natural nao-standard se a realiza
I'(z) (isto é, A realiza I'(x) com x — a). n

Exemplo 4.3 Seja T a teoria de corpos ordenados (ver Defini¢ao 2.21), e con-
sidere I'(z) = {(1 < z),(1+1<x),(1+1+1<ux),...} UT. Dada 2, entao
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a € A é infinito positivo se a realiza I'(x). Um corpo ordenado 2 omite I'(z)
sse é arquimediano (lembre que, de acordo com o Corolario 2.23, a classe COA
nao é expressavel em primeira ordem, logo “2 omite I'(z)” nao é expressavel
em primeira ordem). Observe que (Q, <) e (R, <) omitem I'(x) (pois sdo ar-
quimedianos). [ |

Exemplo 4.4 Seja T a teoria de grupos abelianos, e I'(z) = {—(x = 0), ~(2.2 ~
0),—(3.z = 0),...} UT. Dado um grupo abeliano G, entao a € G realiza I'(z)
sse a tem ordem infinita. Os grupos abelianos que omitem I'(x) sdo os grupos
de torsao. Assim, se G ¢é de torsao entdo, para todo a € GG, a tem um multiplo
finito que vale zero. |

Exemplo 4.5 Seja T a teoria de ordem parcial, (z < y) a férmula denotando
(z<y)A=(x=y),el ={(z1 < x0),(z2 < 1), (3 < x2),...} UT ([ usa
infinitas varidveis). Uma ordem parcial 2 omite I' sse 2 é uma ordem bem
fundada. Uma ordem linear (isto é, total) omite I" sse é uma boa ordem. W

Definicao 4.6 Por um tipo I'(Z) nas varidveis x1, ..., z, entendemos um con-
junto maximal consistente de férmulas de Ly nas variaveis x1,...,z,. Dados
Aede A", o conjunto I'(Z) = {p(Z) : AFE ¢[d]} é um tipo, de fato o unico
tipo realizado por @ em 2 (exercicio para o leitor). Este é chamado o tipo de @
em 2. |

Exemplo 4.7 Seja 2 o corpo ordenado dos niimeros reais. Se a # bentdo a e b
tem diferentes tipos. Com efeito: Se a < b entao existe r € Q tal que a < r < b
(podemos supor que r # 0). Logo, a satisfaz x < r, mas b nao. Daqui, 2 realiza
2% tipos diferentes numa varidvel (um tipo para cada a € R). Com efeito: Se
a<r<b, comr e Q, considere ¢,(z) dada por:

or(z) :==3z((mzrenl)A(x <z))se r= E, n,m >0
m
ou

or(z) = 3FzFw(mzrenl)A(z+w=0)A(x<w))se r= —n, n,m > 0.
m

Daqui: A F ¢,[a] mas A ¥ ¢, [b] [

Queremos resolver a questao seguinte: em quais circunstancias um conjunto
de férmulas é realizado por algum modelo de uma teoria T7 Eis a resposta:

Proposicao 4.8 Seja T uma teoria e I' = I'(Z). S@o equivalentes:
(i) T tem um modelo que realiza I’

(ii) todo Ty C T finito é realizado em algum modelo de T
(i) TU{IZ(1 A ... Now) : mEN, o1,...,0m, € I'} é consistente.

Demonstragao: Usando o teorema da compacidade (Exercicio). |
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Definicao 4.9

1) Uma férmula o(%) é consistente com uma teoria T se existe um modelo 2A
de T que realiza {o}.

2) Um conjunto de férmulas I'(Z) é consistente com T se T' tem um modelo que
realiza I'. |

Logo, qualquer uma das condigoes (i)-(iii) da Proposi¢ao 4.8 equivale a T’
ser consistente com 7. Agora queremos resolver a seguinte questao: em quais
circunstancias um conjunto I'(Z) é omitido em algum modelo de T?

Agora nao basta o teorema da compacidade. Observe que, se I' é finito, entao
“T" é omitido” é expressado por uma sentenga. De fato, se I' = {o1,...,0m},
seja ¢ = Jry ...z (01 A ... Aoy,). Entdo ¢ e - expressam, respectivamente,
que I' é realizado ou omitido (logo, podemos usar a Proposigao 4.8).

Definigao 4.10 Seja I'(Z) um conjunto de L-férmulas. Uma teoria 7' em L
realiza localmente T' se existe uma L-férmula (%) tal que:

(i) ¢ é consistente com T’

(ii) Paratoda o € I', T'F ¢ = o (isto é: toda seqiiéncia finita @ num modelo
de T que satisfaz ¢ realiza I').
Dizemos que T omite localmente ' se T nao realiza localmente I'. Isto equivale
ao seguinte: para toda () consistente com T, existe o € I' tal que p A -0 é
consistente com 7. [ |

Proposicao 4.11 Seja T teoria completa em L, e I'(F) um conjunto de L-
formulas. Se T tem um modelo que omite I', entao 1" omite localmente T'.
Logo, se T realiza localmente I" entao nao existe um modelo de 1" que omita I'.

Demonstragao: Provaremos: se T realiza localmente I', entao todo modelo
de T realiza I'. Assim, assuma que T realiza localmente I', e seja 2l um modelo
de T. Seja ¢(¥) satisfazendo os items (i) e (ii) da Defini¢ao 4.10.

Como T é completa e @ é consistente com T', entao T E JZp. Caso contrario,
isto é, se T ¥ A%, entdo T F =3Zp, pois T é completa, donde

T FEVZ-p. (%)
Como () é consistente com T, existe B e b e B™ tal que B = T ¢ B E o[b).
Mas, por (%), como B F T, entao B F V-, donde B F —w[l_ﬂ isto é, B ¥ go[iﬂ,
uma contradicao.
Portanto, T' F 3Z¥p. Como A F T, entao existe @ € A™ tal que A F ¢[d].
Dado que ¢ satisfaz o item (ii) da Definigao 4.10, temos que @ satisfaz toda

o €T, isto é, a realiza I' em 2. |

O Teorema de Omissao de Tipos é uma reciproca da proposicao anterior.
Teorema 4.12 (Teorema de Omissio de Tipos) Seja T' uma teoria consistente

numa linguagem enumerével L, e seja I'(Z) um conjunto de L-férmulas. Se T
omite localmente I', entao 1" tem um modelo enumeravel que omite I'.
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Demonstragao: Provaremos o caso I' = I'(z), por simplicidade de notagao.
Assuma que T' omite localmente I'(x).

Seja C' = {cp,c1,...} um conjunto enumerédvel de constantes novas, e I’ a
linguagem obtida de L acrescentando o conjunto C' de constantes; logo L é
enumeravel.

Seja ¢, p1, P2, . - . uma enumeracao das sentencgas de I/; construiremos uma
sequiéncia de teorias

tal que, para todo m € N:

(1) T), é uma teoria de " consistente, sendo uma extensao finita de T;

(2) ©m € Tm+1 ou Yy, € Tm—‘rl;

(3) Se o = () e ©m € Tint1, entdo Y(cy) € Tin41 onde ¢, é a primeira
constante que nao ocorre em 7, nem em @y,;

(4) Existe o (z) € I'(z) tal que —opm(cm) € Tt

Construcao de T,,11: Assuma T, ja definido (m > 0), onde Ty := T.

Suponha que T,, = T U {01,...,0,} com r > 0 e cada 6; sendo uma sentenca
(se m =0, tome 6 € T er=1;seT =, o resultado é ébvio).

Seja cg, ..., cn a lista das primeiras n 4+ 1 constantes de C' contendo todas
as constantes de 6 := 6y A ... A 0. Seja 0(xq,...,z,) 1= 02 ...5", isto ¢, a

féormula de L obtida de 6 substituindo ¢; por z; (e renomeando as ocorréncias
limitadas de z; tais que ¢; ocorre no escopo de Vz;). Por exemplo

V(L P, 6) ) =0 V(0L P, c) )

= Yo Py, ) ).

dzg... 3T 13Tyt ... JT0 sem <n
Seja 0" (x,) =
Jzg ...z, 0’ se m > n (um sentenca)

E possivel provar que 0" (x,,) é consistente com T (exercicio para o leitor).
Logo, por hipétese (T omite localmente T'), existe o,,(z) € T tal que
0" () A —Um(a:m) é consistente com T'. Defina T}, | := Tp, U {—0m(cm)}-
Observe que 19, é consistente (satlsfaz (1)), e satisfaz (4). Se ¢, é
consistente com Ty, defina T}, := T2 1 U {¢m}; caso contrario, defina
Triq i=T2 1 U{~¢m}. Note que T, ., satisfaz (1),(2) e (4). Agora temos
dois casos para analizar:
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Caso 1: Se ¢, é da forma Jxip(z), e @, € Tr1n+1- Isto é, v, = Jxtp(z) é con-
sistente com T +1- Seja ¢, a primeira constante que nao ocorre em T, U {@r, }
(notar que sao finitas as constantes ocorrendo em 7T, U {¢;,}). Defina neste
caso Trny1:= Tk 1 U{¥(cp)}

Caso 2: Se ¢y, # (z) ou gy, = Jztp(z) & T, 1. Entdo defina Ty =T, 4.
Observe que, nos dois casos, 1,1 satisfaz os requerimentos (1)-(4).

Fim da construgao de T},1.

Seja T, := | ] Tm.
meN
Como T; C T; 41 e cada T; é consistente, por (1), entao T, é consistente. Por

outro lado, se ¢ é uma sentenga de I’ tal que ¢ & T,,, seja m tal que ¢ = .
Logo ¢m ¢ T; para todo i, em particular ¢, & Trmi1; por (2), =om € Tmi1,
donde —p € T,,. Daqui T, é completa.

Seja B’ = (B;bg,b1,...) um modelo enumerdvel de T, (existe, pois T, é
consistente e I’ é enumerdvel). Note que, em particular, B’ poderia ser finito.

Seja A’ = (A; by, by, .. .) o submodelo de B’ gerado por {bg, ..., b, ...}, isto é
A = Min{B" CB" : {by,b1,...} C|B"|}. Provaremos que |A'| = {bg, b1, ...}
Para isso, basta provar que fl,4,,.3» @ {bo,b1,...}" — {bo, b1, ...} para toda
f € F, e para todo n > 1.

Seja entao f € F, e (biy,...,b;,) € {bo,b1,...}"". Considere () como
sendo a férmula (f(cy,...,¢,) =~ x). Dado que F Jz(f(ciy,...,c,) = x),
entdo T, F Jx1)(x). Por outro lado, existe m tal que ¢, = Jx)(x).

Se om & Timt1 entdo, por (2), =@, € Tyni1, donde —p,, € T,. Daqui
“©m,m € T, uma contradigdo (lembre que T, é consistente). Portanto
¢m = Jaxip(z) pertence a Tp,41 donde, por (3), ¥(cp) € Typt1 para algum
p. Isto & (f(ciy,... ¢i,) = ¢p) € Trnga, logo B E (f(ciy,-..,¢,) = ¢p). Daqui
% (biy, ... b)) = by € {bo, b1, ...}. Portanto [2| = {bg, by, ...}

Por indugao na complexidade da sentenca ¢ € I, provaremos a seguir:

1) A" E ¢ sse B' F o, isto é:
'EpeB Ep)ou (A EpeB ¥y (%)
2) B'F psse T, F .
Prova de 1): Sé provaremos o caso ¢ = xp(z) (os outros casos sao deixados

como exercicio). Suponhamos que ¢ = ¢, = Jz1p(z). Logo, temos dois casos
para analizar:

1.1) ¢m € Tps1 C T

Temos que B’ F T, logo B’ E ¢p,. Por (3), ¥(cp) € Tryt1 para algum cp,
portanto B’ F ¢(cp) (pois B’ E T,,,) donde, por hipétese de indugao, A’ E ¢ (cp).
Logo A" E ¢p,. Daqui: B’ E ¢, e A E o, logo B’ E ¢, sse A F ¢y, por (x).

1.2) ¢ = Jzp(z) &€ Tiny1. Logo, por (2), =y = ~Jap(z) € Ty C To.
Portanto B’ ¥ ¢, (pois B’ F —p,,). Se A E ¢, entdao existe b; tal que
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A" E (x)[bi], logo A" E 1(c;) e entdo, usando a hipdtese de indugao, B’ E ¥(¢;).
Logo B’ E ¢, uma contradi¢ao. Daqui inferimos que 2 ¥ ¢,,, portanto
B' ¥ o e A pp. Por (x) obtemos B’ E ¢, sse A F ¢y,

Prova de 2): Suponha que T, F ¢; logo B’ E ¢, pois B’ F T,,. Por outro lado,
se T, ¥ ¢ entao T, E -, pois T, é completa. Logo B’ F —¢ (pois B’ E T,,),
portanto B’ ¥ . Logo, obtemos o resultado desejado: T, F ¢ sse B’ F .

De 1) e 2) inferimos:
AEpsseB EpsseT, Fo (k)

para toda sentenca ¢ de . Mas T, F ¢ para toda ¢ € T, logo ' = T,,. Daqui
A, o reduto de " a IL, é um modelo de T. Mais ainda, 2 omite I". Com efeito:
por (4), para todo m € N existe o,,(x) € T'(x) tal que

=0m(cm) € Tm1- (3 % %)

Provaremos o seguinte: para todo m € N, 2 ¥ 0,,[b,]. Isto é: 2 omite I'(x).
Suponha entao que 2 F o,,[by,] para algum m. Logo A’ E o,,,(cm), portanto
T, E om(cm), por (xx). Logo —op(cm) & T, pois T, é consistente; em parti-
cular, =0, (¢m) & Tim+1, 0 que contradiz (x * x). Daqui 2 ¥ 0,,[b,,] para todo
m, donde 2 omite I'(z) (pois A = {by, b1,...}). [ ]

Logo, se L. é enumerével e T' é completa, entao T omite localmente I'(Z) sse
T tem um modelo omitindo I". Em geral:

Coroldrio 4.13 Seja L = L(X) enumerdvel. Uma teoria T tem um modelo
(enumerével) omitindo I'(¥) sse alguma extensdo completa de T' omite local-
mente I'(Z).

Demonstracao: =) Seja 2 modelo (enumerével) de T' tal que 2 omite I'. Seja
T =Th() = {p € SENT(X) : 2AFE ¢}. Logo T' é uma extensdo completa
de T. Dado que 2 é um modelo de 7" que omite I', entao 7’ omite localmente
I', pela Proposicao 4.11.

<) Seja T' extensao completa de T tal que T’ omite localmente I'(Z). Pelo
Teorema de Omissao de Tipos 4.12, existe um modelo enumeravel 2 de 7" tal
que A omite I'(Z). Logo, A é um modelo enumerdvel de T que omite T'. |

Definigao 4.14 Seja Ly, a linguagem da aritmética onde > contém apenas os
m vezes

——
simbolos F1 = {S}, Fo = {+,-}, e C = {0}. O termo S...S(0) é denotado por
m; por definicao 0 := 0. Definimos um w-modelo como sendo um Y-modelo 2
onde A = {m* : m € N}. Dizemos que uma Y-teoria é w-consistente se nio
existe p(z) em Ly tal que:

TEp0), TEp),..., TEpm),...
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mas T F Jz—p(x). Finalmente, dizemos que T' é w-completa se, para toda ¢(x)
de ]Lz):

TEp0), TEp),..., TEpm),...
implica T F Vzp(z). [

Observe que 2 é um w-modelo sse 2 omite o conjunto
I'(z)={-(z=0),7(z~1),~(x~2),...}.

Com efeito: se A é um w-modelo e M> € A entdo existe p(z) := —(z ~ M) €
['(x) tal que A ¥ @[m?]. Logo A omite I'(z). Reciprocamente, se 2 omite o
conjunto I'(z) e a € A entdo existe —(x ~ m) € ['(x) tal que A ¥ —(z ~ m)[a],
portanto a = 7> para algum m.

Proposicao 4.15 Seja T teoria consistente em Ly (3 como acima).
(i) Se T' é w-completa, entdo T' tem um w-modelo.
(ii) Se T tem um w-modelo, entdo T é um w-consistente.

Demonstracgao: (i) Suponha que T' é w-completa. Provaremos que 7' local-
mente omite ['(z) = {~(z =~ 0),~(z = 1), ~(z =~ 2),...}.

Seja entao O(x) consistente com T’ logo T ¥ Vz—6(x), donde existe n tal
que T ¥ —0(m), por w-completude. Daqui (%) é consistente com 7', e entao
0(z) A ——(x = 1) é consistente com 7. Ou seja, existe ~(x ~n) € I'(x) tal que
O(x) AN ——(x ~ ) é consistente com 7', donde T omite localmente I'(x).

Pelo teorema de omissao de tipos, T' tem um modelo 2 que omite I, isto é,
um w-modelo.

(ii) Seja ¢(x) tal que T E p(n) para todo n € N. Suponha que 7" tem um w-
modelo 2. Logo A F ¢(7) para todo n, donde 2 F Vzp(x), isto é: A ¥ Jx—p(x).
Daqui T ¥ Jz—p(z). [ ]

Definicao 4.16 A w-regra é a regra de inferéncia infinitaria

0(0), p(1),... em),...
Vzo(x)

onde ¢(z) é uma Ly-férmula.
A w-ldgica é obtida da légica de primeira ordem acrescentando a w-regra
como uma regra de inferéncia, e permitindo provas infinitamente compridas. ll

Provaremos a seguir que a w-légica é completa para w-modelos.

Proposicao 4.17 (Completude da w-ldgica) Uma teoria T em L é consistente
na w-légica sse T' tem um w-modelo.
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Demonstragao: Seja T’ = {p € SENT(X) : T+, ¢}, onde T I, ¢ significa
que @ é demonstravel na w-logica a partir de 7.

Fato 1: T é consistente na w-16gica sse T" é (classicamente) consistente.
Fato 2: 7" omite localmente I'(z) = {=(z ~ 0), = (z ~ 1), ~(z ~ 2),...}.

Demonstragao dos Fatos: (1) Suponha que 7" é inconsistente (na légica cléssica).
Logo, existe uma sentenca ¢ tal que 7" F ¢ e T' = = (na l16gica cldssica). Seja
IT uma prova (na lgica classica) de ¢ a partir de T7’. Se substituimos em IT
cada ocorréncia de uma premissa v pertencente a 7" por alguma demonstragao
I1; (na w-logica) de ¢ a partir de T', obteremos uma prova II' de ¢ (na w-logica)
a partir de T. Logo T F, . Analogamente, considerando agora uma prova
IT” de —p (na légica cldssica) a partir de T”, obtemos que T F, —¢. Daqui
inferimos que T' é inconsistente na w-logica.

Reciprocamente, suponha que existe uma sentenga ¢ tal que Tk, ¢ e
T+, —p. Daqui ¢, = € T’, portanto T” é inconsistente na légica clésica.

(2) Seja ¢(x) consistente com 7”. Suponha que
T+, ~(¢(x) AN ==(x =~ 7)) para todo n € N. (%)

Entao T+, Yx—(¢(x) A =—(z ~ 7)) para todo n, donde T F,, ¢(7) para todo
n, onde P(y) := Vz(r = y = —~p(z)). Pela w-regra, obtemos T F,, Yyi)(y), isto
é: Tk, YyVa(z =~y = —p(x)). Dado que b (z = x), entao T F,, Vx—p(x).

Mas ¢(x) é consistente com T, logo existe A e a € A tal que A F T’ e
A E pla]. Como T+, Vz—p(x), entdo Va—(z) € T, donde A + Va—¢(z); em
particular 2 F —pla], uma contradicao.

Portanto(x) é falso, isto é, existe n € N tal que T ¥, =(p(z) A == (x = 7)).
Daqui inferimos que T" ¥ —(¢(x) A ==(z &~ 7)) (pois T" + v implica T , 9
para toda 1; a prova deste fato é deixada como exercicio).

Portanto 7" U {p(z) A =—(z ~ 7m)} é consistente, para alguma férmula
—(x = m) € I'(z). Isto prova que T’ omite localmente I'(x), e conclui a prova
dos Fatos.

Suponha entao que T é consistente na w-logica. Pelo Fato 1, T” é consistente
(na logica cléssica). Pelo Fato 2, 7" omite localmente I'(x). Logo, pelo Teorema
de Omissao de Tipos 4.12, 7" tem um modelo enumerable 2 que omite I'(z).
Como T C T’, entao 2 é um w-modelo de T.

Reciprocamente, suponha que T' tem um w-modelo. Pelo Corolario 4.13
e o teorema de omissao de tipos, existe uma extensao completa 177 de T que
omite I'(x), isto é, com um w-modelo. Pela proposigao 4.15 (ii), vemos que T}
é w-consistente.

Fato 3: Se T} é w-consistente e completo entdo, para toda férmula ¢: T, ¢
implica 11 F .

A prova é realizada por indugao transfinita no comprimento A de uma prova
II de ¢ na w-légica a partir de T1. Observe que basta provar o caso em que

¢ = Vai)(z) obtida de {1(0),%(1),1(2),...} pela w-regra.
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Nesse caso, ¥(7) é provado a partir de T} em pu, < A passos (para todo
n € N), logo T1 F ¥(n) para todo n (por hipétese da indugao). Como T; é
w-consistente, entao 71 ¥ Jz—1)(z). Como 17 é completo e Jx—)(x) é sentenca,
entdo 11 F —Jz—)(x), isto é, Ty F Vah(x), ou seja, T1 F ¢. Isto conclui a prova
do Fato 3.

Dado que T} é w-consistente e completo, entao, pelo Fato 3: 11 F,, ¢ implica
T F ¢ para toda férmula ¢. Suponha que T ¢é inconsistente na w-légica; entao
existe uma sentenca ¢ tal que Th F,, ¢ e 11 -, . Portanto Th F ¢ e T1 F =,
uma contradigdo. Daqui inferimos que 77 é consistente na w-légica. Como
T C 11, entao T é consistente na w-légica. |

Exercicio 4.18 Seja A um modelo para a linguagem 1L da aritmética, isto €,
L € como na proposi¢ao anterior tal que A E Va((x =~ 0)V Jy(x = S(y))).

a) Provar que, se a € A= ||, entdo a = 0% ou a = S*(b) para algum b € A,

b) Como seria um “nimero natural nao-standard” de 2A?

4.2 Teoremas de Interpolacao

O principal resultado a ser provado nesta secao é o seguinte:

Teorema 4.19 (Teorema de Interpolagao de Craig) Seja (p, 1) um par de sen-
tencas tais que ¢ F ¢. Entao existe uma sentenca 6 tal que:

(i) pEO e O E Y,

(ii) todo simbolo de relagao, de fungao ou constante (excluindo a identidade
“a”) que ocorre em 6 ocorre em ¢ e 1), simultaneamente. (O simbolo “~” pode
ocorrer em 6.)

Definigao 4.20 A sentenca 6 no Teorema 4.19 é dita um Interpolante de Craig
do par (p,v). [

Exemplos 4.21 Nos seguintes exemplos, ¢ F ¢ e o simbolo “~” ocorre no
mdazximo em uma das duas sentengas; porém, todo interpolante de Craig leva o
simbolo “~x”:

(2) ¢ 6 Ja(P(x) A—P()), ¥ 6 22Q(x);

(b) ¢ é FzQ(x), ¥ é Fz(P(z) V ~P(z));

(c) ¢ é VaVy(z ~ y), ¥ é VaVy(P(z) & P(y)). u

Demonstragao do Teorema 4.19: Suponha que (¢, 1) é um par de sentengas
que nao possui interpolante de Craig. Provaremos que ¢ ¥ 1, isto é, ¢ A =
tem um modelo.

Sem perda da generalidade, nos concentraremos na linguagem enumeravel L
gerada pela assinatura ¥ = (P, F,C) que contém apenas os simbolos de {p, ¥}.
Seja X1 = (P!, F1,C!) a assinatura de ¢, ¥o = (P2, F2 C?) a assinatura de 1),
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e X = (P° F° C° a assinatura comum, isto é:

Pn = Prlz UP7217 Pg - ,P% ﬂp?%;
Fn = fiu‘;cg’ fg = ]:110‘;:7%’ (&)
c = cluct, ¢ = ctne?

para todo n > 1. Sejam Lj, Ly e Ly as respectivas linguagens (todas enu-
merdaveis). Considere C' = {cy, ¢, ...} um conjunto enumerével de novas cons-
tantes, e L', L), L} e L, as linguagens obtidas respectivamente das anteriores
acrescentando em cada uma delas o conjunto C' de novas constantes.

Defini¢ao: Seja T uma teoria em L} e U uma teoria em L}. Dizemos que
0 € SENT(L{) separa T e U se T F § e U F —=. Dizemos que T e U sao
insepardveis se nao existe uma sentenga 6 separando T e U.

Com esta defini¢ao, podemos provar o seguinte:

(1) {¢} e {—} sao inseparaveis.

Caso contrario, se 6(cy,...,c,) separa {p} e {—1}, entdo sejam x1,...,x,
varidveis que nao ocorrem em 6(cy, ..., cy). Logo ¢ F V.. . Va,0(zy,...,2,) €
- E —0(c1,...,c,), donde O(cy, ..., cp) E 1, e entdo Vay ... Va,0(x,...,z,) F
. Isto é, Vxy ... Ve,0(x1,...,2,) € SENT(X)) é um interpolante para (@, ),
contradicao. Isto prova (1).

Agora considere g, ©1,@a, ... € Py, 1, s, ... enumeracoes de todas as sen-
tencas de L) e L}, respectivamente. Construiremos duas seqiiéncias de teorias:

{e}=ToCTh CTr C ...,
{w}=tUocliclrC...
em L) e L}, respectivamente, tais que:

(2) T,y e Uy, s@o conjuntos finitos de sentengas insepardveis;

(3) se T, U{¢m} e Uy, sdo insepardaveis, entao ¢, € Tyt1; s€ Tpy1 € Un U{tm }
sao insepardveis, entao Y., € Upt1;

(4) se oy = Jxo(x) e pm € Tmt1, entao o(c) € Ty+1 para algum ¢ € C tal
que ¢ nao ocorre em Ty, UUp, U{@m, ¥m}; se ¥y, = F2dé(z) € ¥ € Upt1, entao
d(d) € Up41 para algum d € C' tal que d nao ocorre em T, U Uy, U {©m, ¥m }

Dados T),e Uy, construimos 1,41 € U1 de maneira ébvia. Assim,

T, se Ty U{pm} e Up, sao separdveis
T U{pm} se T U{pm} e Uy, sao insepardveis
T+l = e om # Jxo(x)

T U{om,o(c)} se TpU{on} e U, sao inseparaveis,
om = Jzo(z) e ¢ é nova
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Analogamente, Up,+1 é da forma: Uy, Uy, U {1, } ou Up, U {thy,, 6(d)}. Defina
T, = UmeN Tm, U, = UmeN U,,. Deixamos como exercicio para o leitor provar
0 seguinte:

Fato 1: T}, e U,, sao inseparaveis.
Fato 2: T, e U, sao inseparaveis.
Fato 3: T, e U,, sao consistentes.
Provaremos agora o seguinte:

(5) T, é uma teoria maximal consistente em L), e U, é uma teoria maximal
consistente em L5.

De fato: T, é teoria consistente, pelo Fato 3. Suponha que ¢, € T, € =, &
T,. De ¢, ¢ T, inferimos que ¢, &€ T,,4+1 donde, por (3), obtemos que
T U {om} e Uy, sdo separdveis. Logo, existe uma sentenga 6 € L tal que
T U{om} E O eUpy,E —0. Daqui T, U {pn} E 6 e U, E =0 e entdo, pelo
Teorema da Deducdo,

To E (pm =0) e U, E 0. (%)

Seja k tal que =, = pr. Como pr & T, entdo ¢ & Try1 donde, por (3),
T U {¢k} e Uy sao separdveis. Usando o mesmo método utilizado para provar
(%) obtemos que existe uma sentenga 6 de L, tal que T, F (¢ = ¢') e U, E ¢,
isto é,
T, E (mom=10) e U, E-0. (%)

De (x) e (*x) inferimos que T, F OV ¢ e U, E —(0 Vv ¢'), uma contradi¢ao (pois
T, e U, sao insepardveis). Daqui, ¢, € T, ou —,, € T, isto é, T, é maximal
consistente. Analogamente provamos que U, é maximal consistente. Logo, (5)
é verdadeira.

Provaremos agora:
(6) T, N U, ¢é uma teoria maximal consistente em Ly,.

De fato: T, N U, é consistente em L{, pois T, e U, sdo consistentes. Seja
o € SENT(X); por (5), 0 € T, ou o € T, e 0 € U, ou —o € U,. Como T,
e U, sao inseparaveis (pelo Fato 2), nao poderiamos ter o € T, e =0 € U, (ou
vice-versa). Daqui o € T, N U,, ou —o € T,, N U, provando (6).

Podemos finalmente construir um modelo de ¢ A —¢. Seja B = (B1;bo, by, . ..)
um modelo de T}, (em que B; é uma estrutura em L;). Por (4) e (5), vemos
que 2 = (A1;b0,b1,...) (onde A; := |A;| = {by,b1,...}) é submodelo de B
e A} E T,. A prova deste fato é idéntica & prova realizada no Teorema de

39



Omissao de Tipos 4.12. Similarmente, U,, tem um modelo A}, = (As; do, d1, . . .)
com universo Ay := |As| = {dp,d1,...}. Seja A o reduto de A, a Xf (i = 1,2).
Observe que

A ET,NU, e Ay ET,NU,. (% * *)

Considere h : Ay — As dada por h(b;) = d; (para todo i € N).

Fato 4: h: 2/ — A é um isomorfismo de L{-estruturas.

Com efeito: seja P um simbolo de predicado n-drio de L, e (b;,,...,b;, ) € A}.
Por (6) e (* * %) temos que (b;,,...,b;, ) € P™ sse A7 E P(cy,...,ci,) sse
P(ciy, ... ci,) € T,NU, sse W = Plcyy, ..., ci,) sse (h(biy), ..., (b)) € P%.
Seja ¢ uma constante de ). Entdao ¢® = b; sse A7 F (c ~ ¢;) sse (¢ = ¢;) €
T, N U, sse A E (c = ¢;) sse ¢* = h(b;). Daqui h(c™) = h(b;) = ¢*. Final-
mente, seja f um simbolo de fungao n-drio de Ly, e (bi,...,b;,) € A}. Entao
8 (biy, ... b)) = by sse W E (fciys ..o ci,) = c) sse (f(ciy,. .. ci,) ~cp) €
T,NU, sse 05 E (f(ciyy. .. ci,) = ci) sse f22 (h(b;,), ..., h(b;,)) = h(by). Daqui
R(f2 (biy, ..., b;,) = h(by) = f2%(h(bi,),...,h(b;,)). Isto conclui a prova do
Fato 4.

Daqui podemos identificar b,, com d,, e entao os redutos de 2y e Ao a g coin-
cidem (pois os redutos A e AL de A} = (A1;bo,b1,...) e Ay, = (Aa;bg, by, .. .)
a X, coincidem, pelo Fato 4). Seja 2 o modelo para L cujo reduto a ¥; é 2,
(1 =1,2). Usando (X) acima, vemos entao que 2 esta bem definido. Além disso,
como ¢ € T, entdo A F ¢. De fato: ¢ € T,,,, logo A| E ¢; mas p € SENT (%),
logo Ay E ¢, donde 2A F . Como ) € U, entao, analogamente, provamos que
A E —). Daqui A F ¢ A =1, Isto conclui a demonstracao. |

Veremos a seguir duas aplicagoes do Teorema de Interpolacao de Craig.

A primeira analisa as maneiras de definir uma nova relagao. Sejam P e P’
dois novos simbolos de relagao n-arios, que nao pertencem a I, e considere a
assinatura X p obtida de ¥ acrescentando P a P,,. Analogamente definimos 3 p
a partir de ¥ pelo acréscimo de P’, assim como a assinatura ¥ p pr que incorpora
ambos simbolos P e P'.

Definicao 4.22 Seja I'(P) um conjunto de sentengas em L(Xp), e I'(P’) o
correspondente conjunto de sentencas de L(Xpr) (trocando P por P’). Dizemos
que I'(P) define implicitamente P se

[(P)UT(P)EVzy.. Vo, (P(xy,...,20) & Pl(x1,...,20)) (DI)

em L(Zp,p/). [ |

Proposigao 4.23 T'(P) define P implicitamente sse: se (2, R) e (A, R') sao
modelos de T'(P), entdo R = R/.

Demonstragao: =) Assuma (DI), e sejam (2, R), (2, R') dois modelos de
I'(P). Daqui &' := (A, R,R’) é um Xpp-modelo de I'(P) UT'(P’), portanto
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(A, R, R') £ VZ(P(%) & P'(Z)), por (DI). Logo, @ € P¥ sse @ € P'™, isto é:
@€ Rssed € R, donde R=R'.

<) Seja A’ = (A, R, R') uma X p p-estrutura, e suponha que 2" = I'(P)UT'(P’);
logo (A, R) e (A, R') sdo modelos de I'(P), donde R = R’ (por hipétese). Daqui
G€Rssedc R, istoé, ae P¥ ssede P™. Logo U F VZ(P(Z) & P'(¥)), e
entdo vale (DI). [

Definigao 4.24 Dizemos que I'(P) define explicitamente P se existe uma férmula
o(r1,...,x,) de L tal que

[(P)EVxy ... Ve, (P(x1,...,x0) & @(x1,...,2,)) em L(Xp).
|
Usando as regras da logica de primeira ordem vemos que, se I'(P) define
P explicitamente, entao I'(P) define P implicitamente. Daqui, se I'(P) nao
define P implicitamente, entao I'(P) nao define P explicitamente. Logo, pela
proposicao anterior, para provar que I'(P) nao define P explicitamente basta

arranjar dois modelos (2, R) e (™, R'), com o mesmo reduto A para L, tais que
R # R'. Este é o chamado método de Padoa. Provaremos a reciproca:

Teorema 4.25 (Teorema de Beth) I'(P) define P implicitamente sse I'(P) de-
fine P explicitamente.

Demonstragao: Provaremos apenas a parte dificil, “somente se”.
Suponha que I'(P) define P implicitamente. Seja {ci,...,c,} um conjunto de
n novas constantes. Considere as seguintes assinaturas:

e Yp, Xpr € Xpp como antes.

e Y/ obtida de X acrescentando {ci,...,c,} como novas constantes.
e 3, obtida de X acrescentando o simbolo de predicado P.

e Y, obtida de X’ acrescentando o simbolo de predicado P’

e ¥, 1, obtida de X' acrescentando os simbolos de predicado P e P’

Como I'(P) UT'(P') EVZ(P(Z) & P'(Z)) em L(Xp pr), entdo
D(P)UT(P') E (P(ct,...,cn) & P'cr, ... ¢)) em L(Xppr).

Pelo teorema da compacidade, existem A C T'(P) e A’ C I'(P’) finitos tais
que AUA"F (P(c1,...,¢0) & Pler,...,cp)) em L(Xp p). Suponha que
A={o1(P),...,0r(P)} e A" = {1 (P'),...,0s(P")}, e seja

s S

W(P) = N\ wiP) A\ w5(P).
j=1

i=1
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Logo ¥(P) ANY(P') E (P(ci,...,cn) & P'(c1,...,¢y)). Daqui

Y(P)AP(cy, ... cn) EY(P) = Pler, ... ch).

em L(X%) em L(X7,)

Pelo teorema de interpolacao de Craig, existe uma sentenga 6(cq,...,c,) de
L(X') tal que:

(1) Y(P) AN P(ci,...,cn) EO(ct,...,cn) em L(Xp), e
(2) O(c1,...,cn) E((P") = P'(c1,...,¢n)) em L(Xp)).

Se (2, R') é um modelo para L(X/,), entao (2, R) é modelo para L(X’,) (inter-
pretando P’ por R). Logo, de (2) obtemos:

(3) O(ci,...,cn) E ((P) = P(c1,...,cp)) em L(X%).
De (1) e (3) obtemos:
(4) Y(P)E (P(c1,...,cn) & 0(c1,. .., cn)) em L(Xp).

Como nenhuma das constantes ci, ..., ¢, ocorre em »(P) € SENT(Xp), entao
Y(P) EVZ(P(Z) < 0(%)) para x1, ..., T, nao ocorrendo em 6(cq, ..., c,). Mas,
pela definicao de ¢ (P), temos finalmente que: I'(P) F VZ(P(Z) < 6(Z)). [ |

A segunda aplicagdo do teorema de interpolacdo de Craig é o seguinte e
importante resultado de Teoria de Modelos:

Teorema 4.26 (Teorema da Consisténcia de Robinson) Para i = 1,2 considere
uma assinatura X; = (P%, F*,C%), e seja ¥ = (P, F,C) a intersecao de X1 e Yo,
isto é:

Pn = PLOPZ
Fo = FinrFz
c = cinc2

Analogamente definimos ¥’ como sendo a uniao de X1 e X5. Sejam Ly, Lo, L e
L’ as linguagens correspondentes. Suponha que 7' é uma teoria completa em L,
eTy DT, Ts DT sao teorias consistentes em L e Lo, respectivamente. Entao,
Ty UTs é consistente em L.

Demonstracao: Assuma as hipéteses do teorema, e suponha que a conclusao
¢ falsa, isto é, T} U Ty é inconsistente em I/

Pelo teorema da compacidade, existem 'y C 17 e 'y C T5 finitos tais que
I'1 UTy é inconsistente. Seja o; a conjuncao das férmulas de T'; (i = 1,2).
Como {01,092} ¢é inconsistente, entdo o1 F —og. Pelo teorema de interpolacao
de Craig, existe uma sentenca 6 contendo os simbolos em comum de o1 e o2 tal
que o1 E 0, 8 E —09; daqui 8 é uma sentenca de L.
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Como Ty E o1, entao 11 E 6. Logo, T1 ¥ =6, pois T é consistente, donde
T ¥ =0 (pois T C Ty).

Por outro lado, Ty E 09 e 02 F =6 (pois 6 E —03), portanto Th E =0. Como
T5 é consistente, entdo Ty ¥ 6, donde T'¥ 6 (pois T' C T5).

Assim, existe uma sentenga 6 em L tal que T ¥ 0, T ¥ —6. Isto contradiz a
completude de T em L. [

5 Cadeias de Modelos

5.1 Extensoes Elementares e Cadeias Elementares

Dados dois modelos 2 e B para L, temos definidas as seguintes nogdoes:
o A =B (Ae B sao elementarmente equivalentes);
o A C B (A ¢ sub-modelo de B).

Combinando as duas, obtemos a nocao de modelos que sdao sub-modelos
ou extensoes de um modelo elementarmente equivalentes (imersao elementar).
Como vimos na Observacao 1.23, os modelos 2 = (N — {0}, <) e B = (N, <)
sao isomorfos (via h: A — B, h(z) :=x—1) e A C B, mas AE Ve(y < z)[1] e
B EVe(y < z)[1]. Isto é, A £ B.

A nogao de Submodelo elementar é mais forte: um modelo de um modelo
dado no qual os elementos em comum satisfazem as mesmas propriedades de
primeira ordem com relagao aos dois modelos (lembre da Definigao 1.19).

Agora responderemos as seguintes questoes:

1. Como podemos determinar se um modelo 2 é (isomorfo a) um submodelo
elementar de outro modelo ‘B?

2. Existem restricoes as cardinalidades de submodelos elementares e ex-
tensodes de um modelo 2 dado?

3. Quando é que dois ou mais modelos tém uma extensao elementar em
comum?

4. A nocao de extensoes elementares pode ser iterada transfinitamente?

Lembremos que 2 < B denota que A C B é sub-modelo elementar. Dado
X C A, entao (A;a)qex ou Ax denota a expansao natural de 2 & linguagem
Lx (veja o pardgrafo apds a Definigao 2.17).

Proposigao 5.1
(i) Se A < B, entao A = B.
(i) A <A
(iii) Se A < B e B < €, entao A < €.
(iv) SeA <€, B < CeAC B, entdo A < B.
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Demonstracao: Deixamos como exercicio para o leitor. |

Definicao 5.2 Uma imersao elementar de 2 em B é um isomorfismo h de 2
num sub-modelo elementar de B, denotado h : A < B. A notacio ACD indica
que existe uma imersao de 2 em ‘B, isto é, existe h : A — B tal que Qli‘B|h(A).
Finalmente, a notagao A<‘B indica que 2 é elementarmente imersivel em ‘B,
isto é, existe uma imersao elementar h : 2 — B, ou seja, Qli‘BWA) <%. 1N

Definicao 5.3 Seja 2 com || = A, e seja L4 definida como no pardgrafo
prévio a Definigao 2.17. O diagrama elementar de 2 é a teoria Th(A4) de todas
as sentencas de L4 que valem no modelo A4 = (A;a)qea (lembre que Ag, o
diagrama de 2, é o conjunto das sentengas atéomicas ou negacao de sentencgas
atomicas de L4 que valem em 24). [ |

Proposigao 5.4 Seja 'y o diagrama elementar de 2. Entao:
(a) A=V sse alguma expansao B’ de B é um modelo de T 4.
(b) Se A C B, entao A < B sse (B;a)gea Fa.

Demonstragao: (a) Separamos a prova em duas partes.
=) Assuma h : 2A < B e seja B’ = (B; h(a))aca modelo de L 4.
Seja ©(Cays-- -+ Ca,) € Ta, logo:

(Asa)aen F o(cayy- .., Cqa,) implica A E ¢lay .. .a,] implica
B E ¢[h(ar)...h(ay,)] implica B’ E ©(cq,, ..., Ca,)-
Logo, B’ ET'4.

<) Seja B’ = (B; h(a))aca uma expansao de B tal que B’ E T'y. Provaremos
que h: A — B é imersao elementar.

(i) Seja P simbolo de predicado n-ério, e ay,...,a, € A. Entao
(a1,...,a,) € P*sse A E Plcy,,...,cq,) sse
B’ E P(cays---,Ca,) sse (h(a1),...,h(a,)) € P.
A

(ii) Seja ¢ uma constante, e assuma que ¢* = a. Logo A4 F (¢ = ¢,) donde
B'E (¢~ cy), isto é: ¢® = h(a) = h(c?).

(iii) Seja f simbolo de funcdo n-ério, a1,...,a, € A esejaa:= f*(ay,...,an).
Logo A4 F (f(cays---+¢Ca,) = cq) donde B' E (f(cayy---+Cap) & Ca), isto
é: fB(h(ay),...,h(an)) = h(a) = h(f*(ay,...,an)).

Daqui provamos que h : A — B é uma imersao, isto é: Q[f%\h( 4)- Provare-
mos que Bly4) < B. Para isso, pela Proposicao 1.24, basta provar que
B E Jrp(z;Z)[h(ar)...h(ay,)] implica que B E p(z;Z)[h(a); h(ar) ... hlay)]
para algum a € A, para toda ¢(z;%).
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Assim, seja p(z; Z) tal que B F Jxp(x, Z)[h(a1) ... h(a,)]. Logo,
B’ E Jrp(r;cays- - Cay)-

Se tivessemos que A4 ¥ Jrp(x;cqy, ..., Ca,) entao A4 F —Fxp(z;cay,- -+ Cay),
donde B’ E ~Jxp(x;cqys - - -, Ca,, ), contradicao. Logo, A4 E Fzp(z;cays- - Cay)s
e entdo A F Jzp(x; T)[ay ... ay]. Daqui obtemos que

%|h(A) F Jzp(x; Z)[h(a) ... h(ay)],

pois A% Bly(a). Isto conclui a prova de (a).
(b) Sai da prova do item (a), tomando h como sendo a inclusao. [

Proposigao 5.5 Seja § # () uma familia de modelos elementarmente equiva-
lentes. Entao existe um modelo 98 tal que todo modelo 2 € § estd elementar-
mente imerso em ‘B.

Demonstragao: Para cada 2 € § seja I'4 o seu diagrama elementar. As-
sumamos que, se A # A entao {c, : a € A}N{cy : d € A’} = 0.
Seja Lz a linguagem obtida da unido das assinaturas ¥4 (para 2 € §), e seja
A= Ume& I' 4. Provaremos que A é um conjunto consistente de sentencas de
Lg.

Seja {¢1,...,¢n} € A finito; podemos supor que ; € I'y,, e Ay # Aj se i #

J (se tivessemos varias ¢;,, ..., @, € ['4,, podemos substitui-las pela conjuncao
i, A...Ai,. ). Podemos assumir que, para algum k € N, ¢; = cp;(cail . 7Caik)
para alguma férmula (1, ..., x;) de L nas variaveis x1, ..., xy, onde a;; € A;

(i=1,....,n;5=1,...,k).
Dado que 2, =2; (i=1,...,n), e A; F 3z1 ... Jakp), entdo

Ay E (Fzy ... FJzgp) A Ty ... Fzpphy) Ao A (3o .. Fzgel,).

Sebj; € Ay (i=1,...,n; j =1,...,k) sdo os elementos de A; que realizam a
sentenca acima, entao

(1503, )i1,.m; j=1,k EPLA A p

Isto prova que {¢1,...,¢,} tem modelo.

Pelo teorema da compacidade, A tem modelo B’. Seja B o reduto de B’ a
assinatura original X. Como B tem uma expansio (o reduto de B’ a 3 4) que
¢ modelo de T'4, entdo A=<B para todo 2A € F, pela Proposicao 5.4 (a). Isto
conclui a prova. [ |

Teorema 5.6 Todo modelo infinito A tem extensoes elementares arbitraria-
mente grandes.

Demonstragao: Seja I'4 o diagrama elementar de 2. Dado que 24 é um mod-
elo infinito de I' 4, entao I' 4 tem modelos arbitrariamente grandes, pelo teorema
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(ascendente) de Lowenheim-Skolem-Tarski. O resultado segue da Proposicao
5.4 (a). Com efeito, basta observar que todo modelo de I' 4 é da forma (8, a)aca
tal que A=<B. |

Provaremos a seguir um resultado um pouco mais forte que o teorema de
Lowenheim-Skolem-Tarski:

Teorema 5.7 Seja 2 um modelo de cardinalidade « e seja 8 um cardinal tal
que ||L|| < 8 < a. Entao 2 tem um sub-modelo elementar de cardinalidade (3.
Mais ainda, dado X C A de cardinalidade < (3, entdo 2l tem um sub-modelo
elementar de cardinalidade 8 contendo X.

Demonstracao: Podemos assumir, sem perda de generalidade, que X tem
cardinalidade (3.

Para cada férmula ¢(z; %) e para cada @ € X™ tal que 2 F Jzp[d], escolha
b € A tal que A F ¢[b; al.

Considere X; o conjunto obtido de X acrescentando os b escolhidos (um b
para cada ¢(z;7) e cada @ € X" tais que A F Jzp[d]). Dado que X = 3 e

|L|| < 8 entao X; = 3.

Reitere o processo, tomando agora X; no lugar de X. Isto é, para para cada
férmula ¢ (z; %) e para cada n-upla @ € X7 tais que 2 F Jzxp[d], escolha b € A
tal que 2 F ¢[b; @], e defina X5 como sendo X acrescentando os b obtidos (um
b para cada ¢ e @ tal que A F Jwp[d]). Como antes, obtemos que X5 = f3.

Iterando o processo, definimos uma cadeia
Seja B = U,eny Xn-

Fato: B é fechado pelas funcoes de L.

Com efeito, seja f € F e @ € B". Suponha que a; € X;, (paraj=1,...,7)e
seja k = Max{i; : j <r}. Logo,d e X;. Como 2AF Jz(f(z1,...,2,) = z)[d],
entdo f(a@) € Xp,1. Daqui f3(a@) € B. Isto prova o Fato.

Pelo Fato, a estrutura 8 dada por 2| é um submodelo de 2. Cada X,, tem
cardinalidade (3, logo B tem cardinalidade § (pois (3 é infinito).

Provaremos agora que 8 < 2. Para isto, basta provar: se @ € B" e p(x; ) €
FOR(Y), entao 2 F Jzy|a] implica que 2 F ¢[b; d] para algum b € B. Assim,
seja @ € B" e p(x; &) uma férmula tal que 2 F Jxpld]. Como antes, existe k
tal que @ € X}!; logo, existe b € X4 tal que A F p[b;a]. Mas X1 C B, logo
b € B. Daqui % < 2 tal que B tem cardinalidade 8 e X C B. [ |

Corolario 5.8 Se T tem um modelo 2 de cardinalidade o que omite um con-
junto I'(z), e se |L|| < B < a, entdo T tem um modelo B de cardinalidade 3
que omite I'(x).

Demonstragao: Seja 3 < «; pela proposi¢ao anterior, existe 8 < 2 de cardi-
nalidade . Como T é um conjunto de sentencas e 2l F T', entao B F T, pois
A =B,
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Fixe a € B; logo a € A. Como 2 omite I'(x), existe ¢(x) € I'(x) tal que
2A F —pla]l. Comoa € Be B <A entdo B F —p[a]. Daqui vemos que ‘B
também omite I'(z). [

Definicao 5.9 Seja o um cardinal. Uma teoria T' é a-categdrica se, dados 2l e
B dois modelos de T com A = o = B, entdo A ~ B. |

Proposicao 5.10 (Teste de Los-Vaught) Suponha que uma teoria consistente
T tem somente modelos infinitos, e suponha também que T" é a-categorica para
algum cardinal infinito o > ||L||. Entao T' é completa.

Demonstragao: E suficiente provar (assumindo as hipdteses do enunciado)
que dois modelos quaisquer de T' sao equivalentes.

Com efeito, se ¢ é uma sentenca tal que T' ¥ ¢, entdao T U {—p} é consistente,
logo existe uma estrutura 2 tal que A F T U {—p}. Analogamente, se T' ¥ -,
entdo existe uma estrutura B tal que B F T'U {p}. Logo: AET, B ET e
A £ B (pois A ¥ ¢ mas B F ). Ou seja: se T ndo é completa, entdo existem
modelos 2 e B de T tais que A # B. Portanto, se dois modelos quaisquer de
T sao equivalentes entao T' é completa.

Sejam entao 2A e B dois modelos de T'. Logo 2 e 9B sao infinitos, por
hipotese. Considere a teoria de 2

I''=Th(A)={p e SENT(X) : AFE p}.

Como I' tem um modelo de cardinalidade infinita (no caso, 2), entdo, por
Lowensteim-Skolem-Tarski (ascendente ou descendente) existe um modelo 2’
de I' de cardinalidade a.

Mas ' E T sse, para todo ¢ € SENT(X), se 2L E ¢ entdao A’ E . E isto
equivale a dizer que 2 = . Daqui vemos que existe um modelo I’ de T' tal
que A = A e A’ = a. Da mesma maneira, existe um modelo B’ de T tal que
B=PB eDB =a.

Como T é a-categérica, entao A’ ~ B’, donde A’ = B’. Daqui A = B. Isto
completa a prova. |

Exemplos 5.11 As seguintes teorias sao categoricas em algum cardinal in-
finito, e nao tem modelos finitos. Logo, s@o completas.

1. A teoria de ordem total densa sem méximo nem minimo é w-categdrica.
2. A teoria de dlgebras de Boole sem dtomos é w-categorica.

3. A teoria de corpos de caracteristica 0 (ou p, com p primo positivo) algébricamente
fechados é wq-categorica.

4. A teoria de grupos abelianos infinitos com elementos de ordem p é a-
categérica para todo « infinito.
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5. A teoria {—(c, = ¢) : n#m, n,m € N} é wj-categérica. [ ]

Estudaremos a seguir cadeias de modelos.
Definicao 5.12 Uma cadeia de modelos é uma seqiiéncia crescente de modelos
Ag CA CA C...CAZC ... (Bea)
de comprimento um ordinal a. [
Definigao 5.13 Seja
g CA CA C...CAZC ... (Be)

uma cadeia de modelos. A wuniao da cadeia é o modelo 2 = U Az definido

BEa
como segue:
o [ = 45
BEa
e Se R é um predicado n-drio de ¥, entdo R* = U R¥s:
Bea
e Se f é funcio n-dria de ¥, entdo f = U [
BEa
e se ¢ é uma constante de X, entdo ¢ = ¢%8 para 3 € a arbitrério. |

Observe que f* estd bem definida, pois a cadeia é crescente; logo, f24| AgnAe =
]‘"Ql€|ABmA5 para todo 3, € € a. Analogamente, ¢® estd bem definido.

Lema 5.14 Dada uma cadeia de modelos (Ag)geqn , entao U A3 € o unico
BEa
modelo com universo U Ag que contém todo Az como sub-modelo.
Bea

Demonstracao: Claramente, 2 é modelo com dominio A := U Ag que

BEa
contém todo Az como sub-modelo.

Seja A" um modelo com dominio A que contém cada 2z como sub-modelo.
Para cada simbolo de predicado n-ario R e para todo 8 € «, temos que
R = R¥ N Ay, logo

R* = |JR% =J®¥nAp =RYn(] 4y
Bea Bea Bea
= R¥n(|JA4p"=R*nA"=RY,
BEa
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uma vez que provamos o seguinte

Fato: U Ay = (U Apg)".
BEa BEa
Com efeito, U Ajy C (U Ag)™ (a prova é facil). Por outro lado, se d@ €
BEa Bea
(U Ap)", entdo a; € Ag, para algum [;; seja f = Max{f; : i < n}. Logo
BEa
aeAjC U Aj, provando o Fato.
BEa
Portanto, R% = R¥ para cada simbolo de relacio R. Como f% e f¥ sdo
relacoes (para cada sfmbolo de funcao f), e f2 = U f2s | provamos entdo que,
BeEa
em particular, f% = le/. Finalmente, dado que A = M o= A para toda
constante c, entao inferimos que A’ = 2. |

Iterando a nogao de extensao elementar chegamos a nocao de cadeia elementar.
Definicao 5.15 Uma cadeia elementar é uma cadeia de modelos
g <A <A < ... <Az < ... (BEq)

tal que 2A¢ < Ag para todo &, 8 € a tal que § < 3. [ |

Exemplo 5.16 Para cada n € N seja 2, o corpo algebricamente fechado de
caracteristica 0 e grau de trascendéncia n sobre o corpo 2y := (Q, +,+,0,1) dos

racionais. Logo 2y < 24; < s < ... é uma cadeia elementar. A uniao 2, é
um corpo algebricamente fechado de caracteristica 0 e grau de trascendéncia w
sobre Q. Mais ainda, 2,, < 2, para todo n € N. [ |

Teorema 5.17 (Teorema da Cadeia Elementar) Seja (¢)¢cq uma cadeia ele-
mentar de modelos. Entao ¢ < UEEa ¢ para todo & € a.

Demonstragao: Seja 2 = U£€ o AU, Provaremos o teorema por indugao na
complexidade [(y) de uma férmula : para toda @(x1,...,2,), todo £ € a e
toda (a1,...,a,) € A?, Ae Eplar...an] sse AE @lar ... ayl.

Se ¢ for atomica ou ¢ = 91 A1y ou ¢ = =) o resultado é facil (exercicio).

Seja ¢ = dx11) uma férmula nas varidveis z2,...,2,; { € aeasg,...,ay € Ag
tal que ¢ F las . .. ay,). Logo existe a1 € A¢ tal que ™U¢ F ¢[aras ... ay] donde,
por hipétese de indugao, A E ¢[ajas ... ay,] e entdo A E plag ... ay).

Reciprocamente, suponha que 2 F @[as...ay); logo, existe a; € Ugea A
tal que A E vlajaz ... ay,]. Portanto, existe § € « tal que ay,as,...,a, € Ag
e A F Plaraz ... ay] (podemos assumir que £ < 3, pois (U¢)eeq € uma cadeia).
Por hipétese de inducao temos que 2z F 9[aias ... ay], donde Az F ¢las . . . ay].
Como ¢ < g, entdo A¢ F plag...ay] (pois ag,...,a, € Ag). Isto conclui a
prova. |
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Exemplo 5.18 Nao podemos substituir < por = no teorema anterior. Com
efeito, seja Ay = (N, <) a estrutura dos nimeros naturais com a ordem usual.
Para cada n > 1 seja A, = {—n,—(n —1),...,-2,—-1} UN, <) (< sendo a
ordem usual). Entao 2y C 20; C Ay C ... é uma cadeia e, para cada n € N,
temos que 2, = Ag (pois A, ~ Ag via x — z +n). Seja A, = (J,cy An- Logo
A, = (Z,<) é uma ordem sem primeiro elemento, donde 2, # 2y. De fato:
Ao F JzVy(z < y) mas A, ¥ JxVy(x < y). [

Uma construcao similar a construcao de cadeias elementares é a de uma
cadeia elementar parcial. Esta nocao é intermediaria entre a nocao de cadeia
de modelos e a nocao de cadeia elementar de modelos.

Definigao 5.19 Fixemos L. Uma férmula ¢ de L é uma IIJ-férmula (respecti-
vamente, uma L)-férmula) se ¢ nio contém quantificadores. Por inducio, ¢ é
uma X ;-férmula (respectivamente, uma II2 | -férmula) se ¢ = Jzy ... 3zp1)
(respectivamente, ¢ = Vzi...Vz,,1) onde ¢ é uma IO-férmula (respectiva-
mente, uma X0-férmula). Claramente toda férmula em forma normal prenexa
¢ uma X0 ou T2 férmula. Uma X0 (respectivamente, uma I19) férmula que é
sentenca e dita uma YX¥-sentenca (respectivamente, uma IT10-sentenca). |

Exemplo 5.20
1) = ¥9: férmulas ¢ sem quantificadores

Y9 3rq ... Fzmep, com @ sem quantificadores

9 : Vi ... Va,p, com ¢ sem quantificadores

Eg sz .. Jaep Vo . Veae, com @ sem quantificadores
Hg :Vxy .. Vaepdry ... Jz,e, com ¢ sem quantificadores
Y9 : IPVyIZp, com ¢ sem quantificadores

19 = V#3yVZp, com ¢ sem quantificadores. |

Definigao 5.21 Sejam 2A C B estruturas sobre a mesma assinatura. Dizemos
que B é uma Y0 -extensdo de 2 se, para toda L0-formula ¢(x1,...,7y,) e todo
at, ... am € A, se AE @ay ...an,] entdo B E plaj ... an]. Uma XV -cadeia de
modelos é uma cadeia de modelos

Ao CA C...CAzC ... (B € a)
tal que, para 3,£ € o, se 3 < { entao ¢ ¢ uma 0 extensdo de Ag. |

—

Suponha que A C B e sejam a@ € A" e IZp(

-7) uma X9-férmula. E facil
provar que, se 2 F 37¢(Z; y)[d] entdao B F ITp(T;y

)[@]. Portanto, se 2 C B
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entao B é uma Y-extensdo de 2. Logo, toda cadeia de modelos é uma X§-
cadeia.
Podemos provar um analogo do Teorema da Cadeia Elementar:

Proposigao 5.22 Seja (g)gca uma X0-cadeia de modelos, e A = Usea s
Entao:

(i) 2 é uma Y¥-extensdo de cada Ag.

(ii) Toda I19_ ;-sentenca que é verdadeira em todo 2g é verdadeira em 2.

Demonstragao: Inducao em n. O caso n = 0 sai do seguinte

Fato: Se 2 C B e ¢ é uma Eg—férmula, entao pg = @, N A™ onde, para toda
A, oo :={ade A™ : AFE pld]}.
Deixamos para o leitor a prova deste Fato.

Assim, como Az C A = U 3, entao 2 é uma Eg—extenséo de 24 para todo
BEa

B € a.

Por outro lado, seja ¢ = VZ(Z) uma I1{-sentenca tal que Ag F VTY(T)
para todo § € a. Sejaad e A™ = (U Ag)™. Logo, d € Agl para algum § € a.

BEa

Como A F VI (T), entdo g F ¢[d], donde @ € g, = YaNAf, pelo Fato,
e entao @ € vy, isto é, A F ¢[d]. Portanto 2 F VZY(Z). Isto conclui a prova do
caso n = 0.

Suponha que o resultado vale para k < n (para n > 0). Seja

Y =3x1... Fxpe(T, . Tmi YL, -5 Yp)

uma X0-férmula. Logo, ¢(F;¢) é uma I12_,-fsrmula. Suponha que g F LZ)[Z;],
para b € A’B’; queremos provar que 2 F ¢[b].

- —

De 5 F 9[b] inferimos que existem ay,...,an, € Ag tais que A F [d; b].
Seja Y ={a1,...,am,b1,...,b,}, e considere a cadeia

(ng)y - (ng+1)y c...C (Q[)\)y c... ()\ Ea, \> ﬂ) (*)

lembrando que, de acordo com a notacao introduzida no pardgrafo apds a
Defini¢ao 2.17, By = (B;a).cy é o modelo da linguagem Ly que incorpora
as novas constantes {¢, : a € Y} tal que ca%Y = a, para cada estrutura B para
L e paratodoa € Y.

A cadeia () ¢ uma X9-cadeia: com efeito, seja O(T; oy, - - -, Cap Chys - -5 Cby)
uma X)-férmula de Ly tal que (Ue)y F O(Z;cays -, Caps Cys- - - o, )] (para
£ € atal que 8 < §). Logo e F 0(Z;4; 2)[4; c_i;l_;] onde 6(%;y;Z) é uma %0-
féormula de L. Portanto, se A € « tal que £ < A entao Ay F 0(%; ¥; 2)[u; d;l;],
pois (Ag)gea ¢ uma X9-cadeia. Daqui (A))y F O(Z;cays - -, Cam Cbys - - - 5 C, ) ]
e entdo (%) é uma Y0-cadeia em Ly. E claro que 2y é a unido de (x).
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A TI)_-sentenca ©(Cays - - -, Caps Chys - - - » Cb,) (de Ly) vale em todo (2e)y de
(%), pois ™Ag F p|d; 5] Logo ¢©(Cays -+ +5Cap Cby» - - - 5 Cb,) Vale em Ay, por hipdtese

-

de indugao aplicada a cadeia (x). Daqui 2 F Jz; ... Iz p[b]. Isto prova que A
é uma X.0-extensdo de 2g.

Para provar (ii), seja Vzi ...Vx,,0 uma H%H—senten(;a vélida em todo g,
onde 6 é uma Y0-férmula, e fixe ai,...,a, € A. Logo ai,...,anm € Ag para
algum 3 € a, e entdo Ag F [@). Como 6 é uma XV-férmula e A é uma XV-
extensao de Ag (pela hipétese de indugao), entao A F 0[a]. Logo A E vZe. W

5.2 Teoremas de Preservacao
Definicao 5.23 Seja T uma teoria. Dizemos que:

1. T é preservada por submodelos se:
AET e B CAimplica BET.

2. T é preservada por unido de cadeias se, para toda cadeia

ﬂogﬂlggﬂﬁg (ﬁEOé)

tal que g = T' para todo 3 € a, entao U Ag =T
BEa

3. T é preservada por homomorfismos se:
h:A— B eAFT implica B4 FT. |

Exemplos 5.24

Preservada por
Teoria submodelos | U de cadeias | homomorfismos
Ordem Parcial sim sim nao
Ordem total densa nao sim nao
Algebras de Boole sim sim sim
Algebras de Boole atomicas nao nao nao
Grupos nao sim sim
Grupos com simbolo para —z sim sim sim
Anéis comutativos nao sim sim
Dominios de integridade nao sim nao
Corpos néo sim néo
Corpos algebricamente fechados nao sim nao
Aritmética de Peano nao nao nao
7F nao nao nao

Proposigao 5.25 Seja T uma teoria consistente em L, e seja A um conjunto
de sentencas de L. fechado por disjungoes finitas. Sao equivalentes:

(i) T tem um conjunto de axiomas I' tal que I' C A.
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(ii) Se 2 é um modelo de T' e 9B ¢é uma estrutura tal que
2A E ¢ implica B F ¢ para toda sentenca ¢ € A

entao B ET.

Demonstragao: (i) = (ii): ébvio.
(ii) = (i): considere I' = {9 € A : T E ¢}. Daqui T F I'. Provaremos que
I' =T, logo MOD(I') = MOD(T), donde I' € A é um conjunto de axiomas
para T'.

Seja entao B um modelo de T', e considere

I'={-0c € SENT(X) : c € AeBF -0}

Provaremos que I'" U T ¢ consistente.

Se I UT fosse inconsistente entao, pelo teorema da compacidade, existem
—01,...,70, € IV tais que T U{—01,...,70,} é inconsistente (e n > 0, pois T
é consistente). Daqui T E =(-o1 A ... A —oy,), donde TE o1 V...V op.

Como o; € A e A é fechado por disjungoes, entdao o1 V...V o, € A. Daqui
o1V...Vo, €T, donde B E g1V...Vo, (pois B E T'). Por outro lado —o; € T,
logo B E —o; (i =1,...,n), uma contradi¢ao. Portanto IV UT é consistente.

Seja 2l um modelo de IV UT. Provaremos que 2 e B satisfazem as hipdteses
de (ii). Por um lado, 2l E T'. Por outro lado, suponha que o € A tal que A F o.
Se B F -0 entao —o € I, donde A F —o, contradigao. Portanto B F o e assim
2 e B satisfazem as hipdteses de (ii), logo B F T'. provamos entdo o seguinte:
para toda Y-estrutura B, se B E ' entao B F 1. Portanto I' F T', concluindo
a demonstragao. [ |
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